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从 本 书 的 前 身 《 高 等 代数 讲义 》(1964 年 由 高 等 教育 出 版 社 出 
版 ) 算 起 , 它 已 问世 近 40 年 了 。 国 内 广大 读者 从 它 得 益 ,也 对 它 肯 
r 4- 3° ÇQ ENN zb Ат sh 15 1. En >, А ш. jg, Е = л A тг 7Z- x), = ig, 
Жо T А Z JA Tl HJ ЛИН K X + K SX X < Ü< J aX X + 1 ш T X TX 
继承 下 来 的 ,我 们 感到 它 有 着 历史 的 纪念 意义 。 因 此 在 修订 时 力 
求 保 持 它 原来 的 框架 和 原来 的 风格 。 

这 次 修订 有 如 下 几 点 : 

(1) 文字 上 的 推 殴 ,特别 是 一 些 名 词 , 如 "上映 上 ”1-17 等 均 
rrt тїї А `k Д. LL 66 `: д]? 664 М lL dr +L /\у 
M ЖАТУ IT Hj ЖЛ + PAA Же TQ o 

(2) 删 去 广义 逆 及 代数 基本 概念 两 部 分 内 容 。 我 们 发 现 两 者 


都 不 必 作 为 基础 课 内 容 。 特 别 是 后 者 ,现在 数学 专业 专科 也 要 开 
设 抽 象 代 数 或 近世 代数 课程 , 它 就 更 不 必要 在 基础 课 中 占据 课时 
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增添 了 若 尔 当 标准 形 的 存在 性 的 一 个 “几何 "证 明 。 
(4) 用 (* ) 注 出 了 一 些 选 学 内 容 。 根 据 学 时 和 需要 ,教师 可 
自行 决定 选择 其 中 哪些 内 容 。 
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本 书 自 1978 年 出 版 以 来 ,有 相当 多 的 学 校 采用 它 作 为 高 等 代 
数 课 程 的 教材 ,在 使 用 中 也 发 现 了 其 中 不 少 问题 和 错误 ,广大 读者 
和 教师 向 我 们 提 了 许多 宝贵 意见 。 在 本 书 历次 重印 中 ,我 们 曾 作 
了 一 些 勘 误 。 这 次 的 修订 ,除了 一 些 勘 误 以 外 ,主要 是 增加 了 一 些 


章节 (第 四 章 37, $8, 第 七 章 39 和 第 十 章 一 一 原来 的 第 十 章 代 
数 基 本 概念 介绍 现在 成 了 第 十 一 章 )。 我 们 圳 心 感 谢 广 大 读者 和 
教师 对 本 书 的 关心 ,并 欢迎 继续 提出 宝贵 意见 。 

本 书 是 北京 大 学 数学 系 几 何 与 代数 教研 室 代 数 小 组 集体 教学 
经 验 的 积累 。 段 学 复 教授 、 爱 灵 沼 教授 、 丁 石 孙 教授 、 王 葛 芳 教授 
等 早 在 五 十 .六 十 年 代 就 先 有 多 次 教授 高 等 代数 课程 并 编写 过 
义 。1964 年 和 1965 年 丁 石 孙 语 授 在 此 基础 上 先后 执笔 编写 了 《高 
等 代数 讲义 ) 和 《高 等 代数 简明 教程 )( 高 等 教育 出 版 社 出 版 )。 


ч лух 


1977 年 我 们 受 在 上 海 召 开 的 理科 教材 会 议 的 委托 ,在 上 述 教材 的 


其 砷 上 修改 而 成 本 人 书 历年 来 还 有 很 多 同志 (他 们 中 的 许多 人 己 
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离开 了 教研 室 ) 参 加 了 习题 的 建设 ,因此 很 多 同志 对 本 书 作 出 了 贡 


献 。 可 是 本 书 是 由 我 们 编写 的 ,这 次 也 是 由 我 们 修订 ,其 中 的 缺点 
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本 书 是 在 我 校 1964 年 编 的 《高 等 代数 讲义 》 和 1966 年 编 的 
《高 等 代数 简明 教程 》 的 基础 上 ,根据 1977 年 在 上 海 召 开 的 理科 教 
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成 的 。 本 书 分 三 个 部 分 , 即 多 项 式 理论 ,线性 代数 及 群 . 环 、 域 的 概 
念 介绍 。 因 有 计算 方法 的 试用 教材 ,方程 论 的 大 部 分 内 容 和 代数 
中 的 计算 方法 内 容 都 略 去 了 。 另 外 考虑 到 综合 大 学 数学 专业 和 和 高 
等 师范 院 校 数学 专业 两 方面 的 需要 ,所 以 本 书 中 包含 的 内 容 对 每 
个 学 校 不 一 定 都 是 必要 的 。 还 有 些 内 容 , 如 行列 式 的 拉 普 拉 斯 展 
开 定 理 、 线 性 变换 的 值 域 和 核 .线性 空间 按 特征 值 分 解 成 不 变 子 空 
间 的 直 和 、A 一 矩阵 和 铬 尔 当 标准 形 的 理论 推导 、 西 空间 介绍 是 选 
学 内 容 , 不 作 基 本 要 求 。 因 此 在 采用 本 书 作为 教 本 时 ,教师 可 根据 
实际 情况 作 适 当 的 取舍。 如 学 生 以 后 有 近世 代数 基础 课 , 第 十 章 
群 环 、 域 的 基本 概念 也 可 不 讲 。 我 们 力求 做 到 所 附 的 习题 大 致 反 
映 和 名 章 的 基本 要 求 , 至 于 补充 题 就 只 有 参考 的 意义 ,不 站 基 本 要 求 
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之 内 。 
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数学 归纳 法 (特别 是 第 二 数学 归纳 法 ) 可 以 在 高 等 代数 中 讲 , 也 可 
AL г 5 хи R у! +L Z тж ,L ч! п Жж ы Ll Јн 一 一 -一 Z- ш! o? L н 
以 在 其 它 课程 中 讲 , 甚 至 于 也 可 以 只 简单 地 提 一 下 而 在 用 的 过 
中 熟悉 它 。 教 师 可 根据 情况 作 适当 处 理 。 关 于 连 加 号 “于 ”, 我 们 
YN РА = ч — 一 一 ` v < 9 dN ич 
写 了 一 个 附录 , 供 参 考 。 
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号 ”于 “ 紧 接 着 一 个 定理 或 者 论断 的 叙述 之 后 出 现 ,这 就 表示 它 不 
i 证 
这 几 年 教育 战线 受 “ 四 人 帮 ” 严 重 破坏 ,影响 了 教学 活动 正常 


进行 , 极 大 地 妨碍 了 高 等 代数 课 教 学 经 验 的 积累 ,加 之 这 次 修改 时 
间 仓 促 , 书 中 的 问题 一 定 不 少 , 我 们 希望 大 家 在 使 用 的 过 程 中 不 断 


/A — м 


提出 意见 ,以 便 今后 写 出 高 质量 的 教材 。 


和 参加 教材 审查 会 的 同志 们 对 本 书 提 ШШ Y K е ar Ш 我 人 
У 4 玉 AD， 
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线性 相关 性 … 
矩阵 的 秩 … 
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分 块 乘 法 的 初等 变换 及 应 用 举例 … 
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补充 题 
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$5 对 角 和 矩阵 … 
&& 给 性 恋 换 的 值 域 上 与 核 .， 
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87 不 变 子 空间 … 
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补充 题 
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52 =- 和 矩阵 在 初等 变换 下 的 标准 形 pp 


$3 不 变 因 子 … 
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第 九 章 ” 欧 几 里 得 空间 
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52 对 偶 空 间 pp 
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附录 二 ”整数 的 可 除 性 理论 RN 


2 к= Y IR JN 
51 数 域 


多 项 式 是 代数 学 中 最 基本 的 对 象 之 一 , 它 不 但 与 高 次 方程 的 
讨论 有 关 , 而 且 在 进一步 学 习 代 数 以 及 其 它 数学 分 支 时 也 都 会 碰 
到 .本 章 就 来 介绍 一 些 有 关 多 项 式 的 基本 知识 .在 中 学 代数 中 我 们 
学 过 多 项 式 ,现在 的 讨论 可 以 认为 是 中 学 所 学 知识 的 加 深 ,并且 推 
广 到 更 一 般 的 情况 . 

我 们 知道 , 数 是 数学 的 一 个 最 基本 的 概念 .我 们 的 讨论 就 从 这 
里 开始 .在 历史 上 , 数 的 概念 经 历 了 一 个 长 期 发 展 的 过 程 ,大 体 上 
看 ,是 由 自然 数 到 整数 有理 数 ,然后 是 实数 ,再 到 复数 .这 个 过 程 
反映 了 人 们 对 客观 世界 的 认识 的 不 断 深 入 .中 学 数学 的 学 习 也 基 
本 上 反映 了 这 样 一 个 发 展 过 程 .回想 一 下 ,中 学 数学 中 数 的 涵义 在 
不 同 的 阶段 实际 上 是 不 同 的 ,只 是 没有 明确 指出 而 已 . 


mY /ZL LA „^^ 


按照 所 研究 的 问题 ,我 们 常常 需要 明确 规定 所 考虑 的 数 的 范 


E Bb” стун А г [E= [Si Br rh mil Ч ҮТ _ АХ — y >+ Z 这 个 方 
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程 有 没有 解 就 与 未 知 量 所 代表 的 对 象 有 关 , +B, S JE: S ЖАҢ Т Л, 


т^. Fi —44— гуз 2 2 ~r гре А. ete МЫР. Рр —— 一 一 m ET чї МР, 


许 的 取 值 范围 有 关 . 又 如 ,任意 两 个 整数 的 商 不 一 定 是 整数 ,这 就 
且说 FH E| ис 3 63925 БЕ] ri 除法 不 是 普 遍 可 以 做 的 而 在 有 理 数 
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范围 内 ,只 要 除数 不 为 零 ,除法 总 是 可 以 做 的 .因此 ,在 数 的 不 同 的 


Ha FSI — A ISI Em ñ: и Еи eb EL жан #D /H Z 23 A. B a ñq Жу 的 
范围 内 18] — 1“ (5 дад НО [81 27 п] ВЕ х Л [8] 8). 2010726 2:18 21) Н) ЯХ НЈ 


范围 有 全 体 有 理 数 、 全 体 实 数 以 及 全 体 复 数 , 它 们 显然 具有 一 些 不 

同 的 性 质 . 当然 ,它们 也 有 很 多 共同 的 性 质 , 在 代数 中 经 常 是 将 有 

共同 性 质 的 对 象 统一 进行 讨论 .关于 数 的 加 . 减 . 乘 、 除 等 运算 的 性 
. 1 ° 


质 通 常 称 为 数 的 代数 性 质 .代数 所 研究 的 问题 主要 涉及 数 的 代数 
ЖЕЛЕ ,这 方面 的 大 部 分 性 质 是 有 理 数 .实数 .复数 的 全 体 所 共有 的 . 
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有 时 我 们 还 会 碰 到 一 些 其 它 的 数 的 范围 ,为 了 方便 起 见 , 当 我 们 把 


ху и Kr М4 ДА tz IA: Sir че E hh nd h лш T/> 个 数 的 集合 
= ЗА —1 | F 32 r 2& Z ЖОНУН) ПА, т 称 它 为 一 数 的 集合 ,简称 数 


.有 些 数 集 也 具有 与 有 理 数 实数、 复数 的 全 体 所 共有 的 代数 性 
.为 了 在 讨论 中 能 够 把 它们 统一 起 来 ,我 们 引入 一 个 一 般 的 概 


к 


定义 1 设 已 是 由 一 些 复数 组 成 的 集合 ,其 中 包括 0 与 1. 如 


R P 中 任意 两 个 数 (这 两 个 i А0) АСЯ, 差 、 积 、 商 (除数 


显然 ， i м |, жм 
数组 成 的 集合 都 是 数 域 .这 三 个 数 域 我 们 分 别 用 字母 Q、R、C 来 代 
表 . 全 体 整 数组 成 的 集合 就 不 是 数 域 ,因为 不 是 任意 两 个 整数 的 商 
都 是 整数 . 

如 果 数 的 集合 P 中 任意 两 个 数 作 某 一 运算 的 结果 都 仍 在 P 
中 ,我 们 就 说 数 集 P 对 这 个 运算 是 封闭 的 .因此 , 数 域 的 定义 也 可 
以 说 成 ,如 果 一 个 包含 0,1 在 内 的 数 集 已 对 于 加 法 .减法 .乘法 与 
除法 (除数 不 为 0) 是 封闭 的 ,那么 P 就 称 为 一 个 数 域 . 

下 面 来 举 一 些 例子 ， 


的 数 ( 其 中 a,b 是 任何 有 理 数 ), 构 成 一 个 数 域 . 通常 用 Q(V2 ) 来 
表示 这 个 数 域 .显然 , 数 集 Q(V2) 包 含 0 与 1 并且 它 对 于 加 减法 是 
封闭 的 .现在 证 明 它 对 乘除 法 也 是 封闭 的 .我 们 知道 

(а + WW2)(c+dV2)= (ac + 264) + (ad + bcW2. 


БЧ 5; 2 ,b,c ‚4 都 是 有 理 数 ， НЕР] ac +254 ‚аа + bc w ERSEM. 


кка уны Q(W2) 内 ,所 以 Q(W2) 对 
于 乘法 是 封闭 的 . 


.2 °. 


设 a + bY2 关 0, 于 是 a- AV2 也 不 为 零 (为 什么 ?) ,而 
с+ 42 _ (c+ d/2)(a — b/2) 
a+b/2 (а+Ь/2)(а—-Ь/2) 
_ ac — 1. = 7, 


а —2Ь 


HX a,b,c,d AAR MAÉ анинин. 这 


除法 的 封闭 性 . 
例 3 所 有 可 以 表 成 形式 
ү NJ AAI 
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„0 ' UI ' ' Um 
的 数组 成 一 数 域 ,其 中 n,m 为 任意 非 负 整数 ,a,,b(i=0,…,n; 
j= 二 0,…,m) 是 整数 .验证 留 给 读者 去 做 . 


pi з 所 有 奇数 组 成 的 数 集 , 对 于 乘法 是 封 团 的 ,但 对 于 加 、 


减法 不 是 封闭 的 .V2 的 整 倍数 的 全 体 成 一 数 集 , 它 对 于 加 减法 是 
封闭 的 ,但 对 于 乘除 法 不 封闭 .当然 ,以 上 这 两 个 数 集 都 不 是 数 域 . 
最 后 ,我 们 指出 数 域 的 一 个 重要 性 质 . 所 有 的 数 域 都 包含 有 理 


数 域 作为 它 的 一 部 分 .事实 上 , 设 P 是 一 个 数 域 ,由 定义 ,P 含有 


1 .根据 已 对 于 加 法 的 封闭 性 ,1+1=2,2+1=3,… n +1= x + 
1,… 全 在 P 中 , 换 杀 话说,P 包含 全 体 和 白 然 数 . 叉 因 0 在 P 中 ,再 


í ° 一 [一 ы. 1 YU》 у XA + „м< AA I 5 id 


H P 对 减法 的 封闭 性 ,0 一 n= — n 也 在 P 中 ,因而 P 包含 全 体 整 


жі [人 fr Z— ZZ оН ж ЕП TT D —= Рр TE A r kr bP БЕ О D v+ KA YE bh Et 
%X . TL BJ — TA HERAA FJ A A XX Pj T e SX HJ Н, г XJ EF ITA H E 


为 基础 . 设 zx 是 一 个 符 导 (或 称 文字 )， 我 们 有 
定义 2 设 ”是 一 非 负 整 数 .形式 表达 式 


a,x” +a, x" + +a, (1) 


其 中 ao ,ai,…，,a, 全 属于 数 域 P ы Ер P 中 的 一 元 多 


ы. a,z' к 次 项 ,a， ee 次 项 的 系数 . 以 后 
我 们 用 Flr), glr), R f,g,… 等 来 代表 多 项 式 . 


注意 ， 我 们 这 儿 定义 的 多 项 式 是 符号 或 文字 的 形式 表达 式 ， 当 
这 符号 是 未 知 数 时 , 它 是 中 学 所 学 代数 中 的 多 项 式 . 看 应 用 需要 


这 个 符号 还 可 代表 其 它 待定 事物 .为 了 能 统一 研究 未 知 数 和 其 它 
fi —= Еҥ Ыл my Œ 


符 定 事物 的 多 项 式 ,我 们 才 抽 象 地 定义 上 述 形式 表达 式 . 并 且 还 要 
对 它们 引入 运算 来 反映 各 个 待定 事物 所 满足 的 运算 规律 ， 统一 研 


pd =~ —ət 


究 以 得 到 它们 普遍 的 公共 的 性 质 


定义 3 如 果 在 多 项 式 f(z ) 与 g(z) 中 ， 除去 系数 为 零 的 项 
外 , 同 次 项 的 系数 全 相等 ,部 么 /() 与 5(z) 就 称 为 相等 ,认为 
pe a 


系数 全 为 零 的 多 项 式 称 为 零 多 项 式 , 记 为 0. 


在 (1) 中 ,如 果 a, 关 0, 那 么 a,r” 称 为 多 项 ACHAN, a, 
称 为 首 项 系数 ,” 称 为 多 项 式 (1) 的 次 数 . 零 多 项 式 是 唯一 不 定义 
次 数 的 多 项 式 . 多 项 式 F(z) 的 次 数 记 为 


Ә( #Сжуу%®, 


“NJ N J// 


在 中 学 所 讲 的 代数 中 ,两 个 多 项 式 可 以 相 加 、 相 减 \, 相 乘 . 例 


x+ 
= 


(2z2 -1)+(z-2zz+zr+2)=z3 十 工 十 1， 
人 


— 3 4 5.3 L лд ri se us 
< Å bla L ' Р ' A&A Й 


我 们 对 形式 表达 式 (1) ,可 类 似 地 引入 这 些 运算 ,为 便于 计算 


”因为 零 多 项 式 不 定义 次 数 ,所 以 在 用 符号 3(f(z)) 时 ,总 是 假定 FCz) 天 0. 以 
后 就 不 一 一 说 明了 . 


‚4. 


和 讨论 ,我 们 常常 用 和 号 来 表达 多 项 式 . 
设 


f(x)= a,r" + зки Tes йо» 
g(xX)= bnr” tOn- par у 


是 数 域 P 上 两 个 多 项 式 . 那 么 可 以 写成 


)=0 
在 表示 多 项 式 f(xz) 与 о(х) ЖІН, 0 azm, HT HEE 
/ 2 У ` i J N / J Ы N+.” / HJ frj p AN соо ге 93 JJ 34 J3 L МЕ 
见 ,在 р(х) Ф Б, = b,- =" =б„,,=0.Я А f(x) 与 g(x) 的 
和 为 


f(z)+g(z=)=(a,+b,)z" +(a -1 tb, a)r +e 


(ar b Jat (art bz) 


i=0 
而 f(z) 与 g&(z) 的 乘积 为 
{зуга г у= h tO J „р +a h y>" tm-1 
J МАР @ МАУ ЧС п С m~ A bnm -1 DEA 


Pet (Co by Q bi) дура 
其 中 ;次 项 的 系数 是 


abo + а, убу + + афу + ауф, = Š a;b. 
i+tj=s 
Б r/ \ 7/ _ NTT == 5 
ДАКА J XX )8 AT) H RAA 
mtn 


f(z=)g(x=) = У ( X a;b; jz: 


s=0 і+у=; 


显然 , 数 域 P 上 的 两 个 多 项 式 经 过 加 、 减 、 乘 等 运算 后 ,所 得 
结果 仍然 是 数 域 上 的 多 项 式 ， 


对 于 多 项 式 的 加 减法 ,不 难看 出 
2(f(z=)+g(xz))<max(9(f(x)),3(g(< 
对 于 多 项 式 的 乘法 ,可 以 证 明 , 如 果 f(x) E 那么 
f(z=)g(z)Z0,3 B 
а(х) BI Cy) 
事实 上 , 设 


g(z=)=b,z=" +b, z" 十 十 0， 


其 中 a, #0,b, £0, FE flr)glz) h Л JE: 


显然 a,b, 关 0, 因 之 ,f(xz)g(x) 关 0 m 
гї Lh > ттл = МЕЈ, 2: 
ТАНУ EA RIAD ] 3 d 


直 以 上 证 明 还 看 出 ,多 项 式 乘积 的 首 刀 
系数 的 乘积 
显然 ,上 面 得 出 的 结果 都 可 以 推广 到 多 个 多 项 式 的 情形 . 
和 数 的 运算 一 样 ,多 项 式 的 运算 也 满足 下 面 的 一 些 规律 . 
1. 加 法 交换 律 : 
бх) + р(х) = р(х) + f(x) 
2. 加 法 结合 律 : 
(f(x)+g(z))+h(zr)= f(r)+(g(r)+h(zx)) 
3. 乘 法 交换 律 


4. 乘 法 结合 律 : 
(f(x)g(r))h(r)= f(z=)(g(=)h(<)) 


$. 乘 法 对 加 法 的 分 配 律 : 
/(\х)(а(х)+А(х))= f(z=)g(=z=)+f(x)h(<x). 
+H ZH r ZH Z< Ei >- HH 下 面 只 给 出 乘法 结合 律 的 证 明 
ХАТЕ Hb 4 £T ZJ UdL. I 2н LLj 2 S 12, 2н а "Р HJ ULY. 


> 此 
Ia — 


D тах(п,т) RÆ n,m 中 较 大 的 一 个 数 


. 6 ° 


设 
fa y = > oz g(r) = Узб) = Dar. 


Aoh Fr(ryr(ry 中， 次 项 的 系数 尖 
IF INLL AS | J AN J NI 5 WAHI XZ A JI 
J Qib;， 


因此 右边 t 次 项 的 系数 为 


>а (2 510)= 2 аф: 
与 左边 t 次 项 的 系数 一 一 样 ， 所 以 左 、 右 两 边 相等 ， 这 就 证 明了 乘法 
满足 结合 律 . 
对 于 多 项 式 的 乘法 ,我 们 还 可 以 证 明 


& ШЕ + #h . 
ч. ZIN IAIN 2 IF. 


如 果 /(х)е(х)= f(xz)h(z) 且 f(z) 关 0, 那 么 
g(r) 


Il 
е“ 
~ 
8 
`— 


因 为 
f(z)g(=z=)= f(z=)h(<), 


有 AS 
/\ж)(е(х)-Һ(х))=0, 


而 f(z ) 关 0, 所 以 g(x) 一 h(x)=0, 也 就 是 
\х)=А(х). 
最 后 我 们 引入 
定义 4 所 有 系数 在 数 域 P 中 的 一 元 多 项 式 的 全 体 , 称 为 数 


. 7 œ 


W P 上 的 一 元 多 项 式 环 , 记 为 PLx],P 称 为 PLxj] 的 系数 域 


83 整除 的 概念 


这 一 节 以 及 后 面 各 节 的 讨论 都 是 在 某 一 固定 的 数 域 P 上 的 
多 项 式 环 PLzj 中 进行 的 ;以 后 就 不 每 次 重复 说 明了 . 
зы 
“LL. 


元 多 项 式 环 中 я ХЕП wt 3E— жн: ¿H E 3E >+ a 
JUD RIAIT у 3 KA TF H x VX v 2 — TT 1 FE , |> ZE АХ 


运算 一 一 除法 一 一 并 不 是 普遍 可 以 做 的 . 因 之 整除 就 成 了 两 个 多 
项 式 之 间 的 一 种 特殊 的 关系 . 
和 中 学 中 所 学 代数 一 样 ,作为 形式 表达 式 ,也 能 用 一 个 多 项 式 
去 除 另 一 个 多 项 式 , 求 得 商 和 余 式 . 例 如 , 设 
f(z)=3zx°+4zx2° r +6, 
в(х) = x° Ee Fi: 


我 们 可 以 按 下 面 的 格式 来 作 除法 : 
х? - Зх +1132 +4z” -—-5х+6|3х +13 


于 是 求 得 商 为 3x + 13 , 余 式 为 31z -7. 所 得 结果 可 以 写成 


人 +4522 - 5х +6= (Зх +13) (х 一 3z+1)+(31> — 7) 
от л го VT T IDDJNT U JIT i). 


这 个 求法 实际 上 具有 一 般 性 .下 面 就 按 这 个 想法 来 证 明 一 元 多 项 


式 环 的 一 个 基本 性 质 . 
带 余 除法 “对 于 P[ xz] 中 


I 235 ГАЛУ AL 


t 


ЕН 
sa "Й 
到 
> 
кы 
n 
pa 
8 


J J F 7 
e oe ee өө ө ө ө ө 


5 
中 g(z) 天 0, 一 定 有 PLz] 中 的 多 项 式 а ,r(z) 存 在 ,使 


ке 
Ж 
= 


成 立 ， 其 中 3(r(z))<a(g(z)) 或 者 r(z)=0, HH 
alz), (ORERE. 
. 8 


证 明 (1) 中 goGz) 和 rr(z) 的 存在 性 可 以 由 上 面 所 说 的 除法 
直接 得 出 .我 们 用 归纳 法 的 语言 来 叙述 . 


-L JA J "q мч NII/ Z— w 14м RY Р AANA 


如 果 F(z)=0, 取 л 即 可 . 


以 下 设 r А Xir /\ ы! aL, qJ 
ИРЕ f(z) 关 0. 令 f(x),g (zx) 的 次 数 分 别 为 n,m. 和 对 


f(z ) 的 次 数 n | боой о. 
4 п<т 时 ,显然 取 g(xz)=0,r(xz)= f(z),(1) 式 成 立 . 
于 


下 面 讨论 n>m 的 情形 .假设 当 次 数 小 于 n 时 ,0o 
HH УУ С ne nmn 的 情形 . JX. X. — UN XX 7 j n HU Q 


的 存在 已 证 . 现 来 看 次 数 为 ”的 情形 . 
S az" ,pz” 分别 是 F(z),g(Cz) 的 首 项 ,显然 6” az” "g(xx) 
与 f(z ) 有 相同 的 首 项 ,因而 多 项 式 
f,(z=)= /(х)-6 ar "g( zx) 
的 次 数 小 于 ”或 为 0. 对 于 后 者 , 取 q(z)=b ar" ”,r(x)=0 
对 于 前 者 ,由 归纳 法 假设 ,对 alr), (х) 3 9. (х), ri (r) FEE 


Ji Z; qiX<%< /g N< гах), 
其 中 a(ri(z))<a(g(z)) 或 者 a 
Рх) = (9, (х) +57 az ")g(r)+ri(z), 
也 就 是 说 ,有 (х) = 9, (х) + b ах", (х) = к, (х) 
Р(х) = (х) в(х) + (=) 
成 立 . 由 归纳 法 原理 ,对 任意 的 f(x),g(zx) 关 0,q(x),r(z) 的 在 


即 

(g(x)-q (z=))g(z=)= r (rz)-r(zr). 
如 果 q(+)Z q (х), ХБИ g(xz) 关 0, 那 么 r(x) 一 r(xz) 关 0， 
HA 


Ə(q(z=)—q (z=))+o(g(z=))=Ə(r (х)—т(х)). 


但 是 

9a(g(z))>a(r (х)-—т(хт)), 
БЕР БЕЖЕН зана т (у= (у) Шү 二 
‚Дд A L IA АЎ S BREN OL. 2 WU HE Ју q <) )- q х), Ич r<) 
r (xz). Í 


带 余 除法 中 所 得 的 g(z) 通 常 称 为 (х) Р(х) 8,7 (z) 
称 为 (х) SBR. 
定义 5 м TN ORAE Aa), ЖЯ 


当 g(zx)| f(z) 时 ,g (zx) 就 称 为 f(z) 的 因 式 , f(xz) 称 为 
g(r) BWÈ. 

р(х) Æ0 时 , 带 余 除法 给 出 了 整除 性 的 一 个 判别 法 . 

定理 1 对 于 数 域 P 上 的 任意 两 个 多 项 式 f) gelr), HP 
g(z=)Z0,g(z)|f(z=) 的 充分 必要 条 件 是 g(x) 除 f(z) 的 余 式 

证 明 如 果 r(z)=0, 那 么 f(z)=g(z)g(x), 即 g(x)| 
f(x) | 

К ВП slal ri — \ HR 

19 2 , XH2< £ V Z ) 1J N< ) , Bp ZÁ 

f(z=)=q(xz)g(z)=q(xz)g(=z)+O, 


带 余 除法 中 g(z) 必 须 不 为 零 . 但 р(х) | (х), (х) И 
为 零 .这 时 f(zx)= р(х): А(х) = 0:А(Е) = 0. 

当 g(zx)|f(x) 时 ,如 g(xz) 关 0,g(z) 除 了 f(z) 所 得 的 商 q (>) 
有 时 也 用 


Р(х) 
g(x) 
А 10 ° 


来 表示 ， 


由 定义 还 可 看 出 


Р(х) Р(х), Н f(z)=1:f(z); 任 一 个 多 项 式 f(z) 都 整除 零 
多 项 式 0 mm М. б — 0. r 4 = у АР => де, Ee ekb БЕ ПА 
IZRA U, NJN U> \ 之 零 次 多 项 т\з 也 就 是 非 零 常数 ， ВЕ Æ PR 


0. f(z); 
任 一 Талх, 因为 当 ‚©. ие =а(а 'f(xz)). 


事实 上 ,由 f(z=)|g(z“)#8 а(х) = ҺА, (х) (х), Н (тх) | 
f(z=)# Р(х) = һ, (х) а(х). TE 


бх) = һ, (х)А, (= (=) 


ме у 2и 22у] Хи * 


ШЖ f(z) 为 零 ,那么 g(xz) 也 为 零 ,结论 显然 成 立 . 如果 f(z ) 关 
0 ,那么 消去 f(z ) 就 有 
Һ,(х)А, (х) =1, 
Ó. ño(h (х)) +9(А,(х=)) = 0. н Ж BIS 
д(Һу(х))=9(Һ,(х))=0. 
说 h (r) EJ IERRA. 1 


VI = Ne 


/(\х)|е(х),я(х)|Һ(хж),8 Ж f(xz)1h(z)( 整 除 的 
然 ,由 
(Xx)f(r),h(r)=h 
=(hi(r)gi(z))f(r 
3. 如 果 f(z)|g,(z),i=1,2,…,r, 那 么 
/(ж)|\(и,(х)ву(х)+ u,(x)g:(x)+ +u, (x)g,(x)), 
其 中 w,(z) 是 数 域 P 上 任意 的 多 项 式 . 
H g;(z)=A(z)Fz),=1,2,…,r, 即 得 
u(x)gi(r)+tu (zr)g (rx)t++u,(r)g,(r) 
= (и,(х)һу(\х)+ u(r)h (rz)+ +u, (x)h,(x)) f(x). | 


. 11 · 


` 
^^“ 


ЖШ u (z)gíi(z=)+u,(z)g,(z)+- + и, (х) 6, (х) 


多 项 式 ç (х) {е уже» (х) 0—8 
DRIN £ 1 NZ / Вол, ° £, Жун . 


由 以 上 的 性 质 可 以 看 出 ,多 项 式 f(z) 与 它 的 任 一 个 非 零 常 
数 倍 cf(z)(c 关 0) 有 相同 的 因 式 ,也 有 相间 的 售 式 . 因 之 ,在 多 项 
式 整 除 性 的 讨论 中 , f(z) 常常 可 以 用 cf(z ) 来 代替 . 

最 后 我 们 指出 ,两 个 多 项 式 之 间 的 整除 关系 不 因为 系数 域 的 


H- mear aR h eb Ei br ЕН гг. \ 且 了 T 1 由 两 全 多 项 十 
V МШШ ГАМ. 也 就 是 说 ,如 果 f(z),g(《z) 是 PlLxzj1 中 两 个 多 项 式 ， 


P EBEP 的 一 个 较 大 的 数 域 . 当然 ,F(z),g(z) 也 可 以 看 成 是 
P[zj 中 的 多 项 式 .从 带 余 除 法 可 以 看 出 ,不 论 把 f(r), e(o) AR 
是 P[z] 中 或 者 是 P[xz] 中 的 多 项 式 ， 用 g (x) 去除 f(z ) 所 得 的 
商 式 及 余 式 都 是 一 样 的 .因此 ,如 果 在 PLzj 中 g(x ) 不 能 整除 
f(z), 那 么 在 PLz] 中 ,g(z) 也 不 能 整除 f(z). 


$4 最 大 公 因 式 


如 有 果 多 项 式 ф(х) Р(х) ЈЕ, ХЕ g(x) 的 因 式 ， 那 
А p(Zz) 就 称 为 f(x) 与 g(z) 的 一 个 公 因 式 .在 公 因 式 中 占有 特 
殊 重要 地 位 的 是 所 谓 最 大 公 因 式 . 


— ` V WÑ j Р-Р Ель Z ч a ут 


定义 6 设 f(z),g(z) 是 PLzj 中 两 个 多 项 式 .PLxj] 中 多 项 
下 


P a e ) 称 为 Ffo) rz) 的 一 个 最 大 公 因 式 ,如 果 它 满 
XH 不 


=P 
тас a 
个 条 件 

\ / Т = | z A N / yA Ert ш 

1) d(z) 是 f(x), (х) 


2) f(z),g(zx) 的 公 因 式 全 是 а(х) MHAR. 


例如 ,对 于 任意 多 项 式 f(r), f(x ) 就 是 f(x) 0 的 一 个 最 
` Ht 


大 公 因 式 . 特 别 地 ,根据 定义 ,两 个 零 多 项 式 的 最 大 公 因 式 就 是 0 
在 有 了 以 的 定义 之 后 我 们 首先 要 解决 的 是 最 大 公 因 式 的 


NT HZ; I МА» ` sle ¿LA tle кз TL. 13. мл, 


ЖЕЛ 18) Æ , КА F 的 证 明 也 给 出 J 一 个 RKI. 
最 大 公 因 式 的 存在 性 的 证 明 主 要 根据 带 余 除法 ,关于 带 余 除 
法 我 们 指出 以 下 事实 : 
. 12 . 


引 理 ”如果 有 等 式 


f(>)= a(xJYe( x+ >( >) (1) 
JAZ  qQq.ZX/8AZ/) T т\т; 2) 
成 立 ,那么 flr) а(х) g(x),r(x) 有 相同 的 公 因 式 . 
证 明 19 Y HER/ Шул / 


证 明 WR оф(т)| (х),ф(тх)|т(х), BABA), ф(х)| 
Рх). ЯЕ, а(х), (х) АКЕ р(х), g(r) WARK 
式 . 反 过 来 ,如 果 (х) | Р(х), ф(х) 1 а(х), А (z) 一 定 整除 
它们 的 组 合 

"(х) = Кх) - g(x)g(r). 
AME, ф(х) ж р(х), (х) НА B K. Hika w, Ж 
g(z),r(z) 有 一 个 最 大 公 因 式 а(х), ЯА 4(z) 也 就 是 f(x), 
g(z) 的 一 个 最 大 公 因 式 . 
定理 2 对 于 P[z f(z), g (х), Œ 


«СОЁ TPAR РЕЯ Сов. 
а(х) = и(х) (х) + о(х) (=). (2) 
ШЕ BB їп Ж f(x), g(x ) 有 一 PAR, ,譬如 说 ,g(z)=0， 那么 


2 [— Am 


f(z ) 就 是 一 个 最 大 公 因 式 , 且 
СЕЛЕУ кобан 
下 面 来 看 一 般 的 情形 .无 妨 设 glr): 
除 f(x), 得 到 商 gq, (х), RÁ л, (х); Ш г, (х) 50, ЕН 
г. (х) р(х), RR а (х), RA е, (х); ХЖ r,(z) 关 0, 就 
Н е, (х) r (z), 得 出 商 g(r), RA и (х); ШН ЛН F 
去 ,显然 ,所 得 余 式 的 次 数 不 断 降低 Вр 
9(2(2)) >29(ғ,(=)) >29(ғ,(х)) >, 


因此 在 有 限 次 之 后 ,必然 有 余 式 为 零 . 于 是 我 们 有 一 串 等 式 : 
f( >) = 


' r 


. 13 · 


ri, (z) = бб) i (m) + r. (z), 


ғ.3(2) = 4,1(5) s Capys yay (z), 

(G(T rn (2) t r (Z), 

г.х) = q, (х), (х) + 0. 
r (х) 50 的 最 大 公 因 式 是 xr, (xz). 根据 前 面 的 说 明 ，~.(z) 也 就 
是 r,(z) 与 7r,1 (zx) 的 一 个 最 大 公 因 式 ; 同 样 的 理由 ,逐步 推 上 去 ， 
r,( 工 ) 就 是 f(z) 与 g(x ) 的 一 个 最 大 公 因 式 . 


—— t. metl МАР — 


由 上 面 的 倒数 第 二 个 等 式 ,我 们 有 
£ p) = q, 
sn киз бое «Сау: PT RAER 
可 消去 r,- (z ) ,得 到 
r,(z)=(1+q,(z)q,-,(z))r,-,(z)—q,.(z)r,-,( z). 
然后 根据 同样 的 方法 用 它 上 面 的 等 式 逐 个 地 消去 r,_, (xz),…， 


| 再 并 项 就 得 到 
r 1 N J УТТУ 72А U FY 


r,(z2)=u(z)f(z=)+o(z)g(<), 
这 就 是 定理 中 的 (2) 式 .1 


AA. р rrt —. Sy, 


由 最 大 公 因 式 的 定义 不 难看 出 ,如 果 d (x), d, (х) 
f(x) 与 т ойу. d, то (z) 5 


项 式 的 最 大 公 因 式 在 可 以 相差 一 个 非 零 常 数 信 的 意义 下 是 唯一 А 


定 的 .我 们 知道 ,两 个 不 全 为 零 的 多 项 式 的 最 大 公 因 式 总 是 一 个 非 
零 多 项 式 . 在 这 个 情形 ,我 们 约定 ,用 


SAN A 9 NI о AN 9 71У 


(f(z),g(zx)) 


来 表示 首 项 系数 是 1 的 那个 最 大 公 因 式 
ља АЛ 3 ЯХ 2 1 UIPA RN NAANA. 


定理 证 明 中 用 来 求 最 大 公 因 式 的 方法 通常 称 为 辑 转 相 除 法 . 
例 设 
. 14 · 


Кх) = х +32 -xr -4r-3, 


YA 一 2-3 1n 22 L 02. — 2 
¿ N J JA т LUJA ' GA Jy 


求 (f(x),g(x)), 并 求 w(x),v(z) 使 


/ e \ £ NS DDD суй Аг ON y ш f O N UO Í 
\/\2),Д\т))—и\т)]\хж)т о\т)дД\тТ). 


HEFE RH Ek Т КЩН) КЖЕ: 
g(r) Р(х) 

/ Хе ы | А 2 ^ | 4 4 
qar |3z+l0z+2rz-3 |T f 32 = хт-4хт-3 | 2-0 
_27 10 ， 2 ЖИ: 

Е ыл е дыры T 十 柯 工 十 可 工 a = qi(zx) 


(х), в(х)) = х +3. 


. 15 >œ 


9х+27 = в(х)-(-х+9}[-у°-@х- 
=#(®)-[-у+9)[у(х)-(=--у }е(=)]| 
= (Zæ -9) fa) + [1 (Fe -9) (е) je) 
= (27-9) fe) + ( -32 + $z hela), 

于 是 , 令 u(x )= 22-1, o(z)= -4z + 于 ,就 有 


(FFCz),sgCZz))=xCZz)FGz)+wDCz)E(CZ)， 


定义 7 Plzj 中 两 个 多 项 式 A(z),g(z) 称 为 互 素 (也 称 互 
质 ) 的 ,如 果 (f(zx),g(z))=1. 

显然 ,如 果 两 个 多 项 式 互 素 ,那么 它们 除去 零 次 多 项 式 外 没有 
其 他 的 公 因 式 , 反 之 亦 然 . 

定理 3 тее g (zx) H. # BJ 27 Ж 


л ТИ 
证 明 必要 性 是 定理 2 的 直接 推论 ， 
WERS u(xz),v(z) 使 

u(rT)f(r)+v(r)g(r)=1, 


У Nm -~ 人 |1T ВП 
| £ NZ JIONI ф(х) 11, 80 


此 可 以 证 明 
理 4 如 果 (f(z),g(z))=1, 且 f(x)lg(x)h(z), 那 么 
f()2)|h(=x). 


JNT) 


证 明 由 (f(x),g(x))=1 可 知 , 有 u(x),v(z) 使 
и(х) (х) +ъо(х)в(х)=1. 
ERAR А(х),19 
и(х)#(х)А(х) + о(х)а(х)А(х) =А(=), 


. 16 >° 


£(  \ 
J N < 


因为 f(x)|lg(x)h(z), 所 以 f(x) 整除 等 式 左 端 ,从 而 
f(z=)|h(x).] 

推论 ШЖ у (=) 1205), Р (х) а(х), НОА (х), Љ(=х)) 
=1 ,那么 (х) (х) (х). 

证 明 H / (х) (=) 9 

g(z=)= ћ(х)А (х). 

因为 Р (х)1 7, (х)А, (х), ВСА, (х), (х) = 1, ТИЖ {ЖЕ Ж 
4,8 Р. (х)1А, (х), В 


в(х)= р(х) Р(х), (х). 


А (х) Р(х) а(х). I 
在 上 面 ,最 大 公 因 式 与 互 素 的 概念 ,都 是 对 两 个 多 项 式 定 义 
的 .事实 上 ,对 于 任意 多 个 多 项 式 filr), falc), fC) s22) 
也 同样 可 以 定义 最 大 公 因 式 . а(х) А (х), fala), fC) 
(s 宇 2) 的 一 个 最 大 公 因 式 ， ,如 采 а(х) Аж ЕНА. 


EE YA/ м é F = 
о ө ө ө п O9% ө o ө ө 9 ө 09 ө ө е 


AN bn ЕН / NI г / N . __ A пр 7. / N | / \ 
2) НА ф\72)1];\2),1—1,“, ` S ARZ po x) qa z). 
我 们 仍 用 符号 (8 (ў Р, £ ( > )) E £ я Pr ИП Z. 3 
3⁄4 lJ UJ71 TJ J NJ1w%4 / s J 2 ° J s MU / / Z= 4& ASATI УМ É 


oe ни И. 
СОС Су" аЬ Cuy) 
就 是 f(x),f,(z),…,f,(z) 的 最 大 公 因 式 , 即 
(F(R Rs Са) 
= (( р(х), far) (x)). 
同样 ,利用 以 上 这 个 关系 可 以 证 明 , 存 在 多 项 式 и, (x),i=1,2， 
А 17 А 


i 
u ((z)fi(z)+u(z)f,(=)+-- +u,(z)f.( =) 
С Са) оа T): 
ШЖ( 7, (х), f ath f ATELA р(х), Р(х), r, 
广 (z) 就 称 为 互 素 的 .同样 ,有 类 似 于 定理 3 的 结论 . 
这 些 证 明 全 留 给 读者 完成 ( 见 本 章 末 补充 题 4). 
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在 这 一 节 ,我 们 讨论 多 项 式 的 因 式 分 解 . 在 中 学 所 学 代数 里 我 


们 党 计 一 此 上 且 体 方法 Hm 个 多 项 式 分 解 为 不 能 再 分 的 因 式 的 乘 
Шс ДУ = Zx VP ZJ 12, 30 RIA JI Л JI Z" BË TT JI HJ lN 2 HJ ZŠ 


F. BER EFRA W A Hb pH ИА. B E ИТИН ВЕЕР, Ж 


只 是 我 们 目 己 看 不 出 怎样 再 分 下 去 的 意思 ,并 没有 严格 地 论证 它 
们 确实 不 可 再 分 .所 谓 不 能 再 分 的 概念 ,其 实 不 是 绝对 的 ,而 是 相 


对 于 系数 所 在 的 数 域 而 言 的 .例如 ,在 有 理 数 域 上 ,把 z -4 分 解 
为 

т*—-4=(х*—2)(х°* +2) 
的 形式 就 不 能 再 分 了 .但 在 数 域 Q(V2)( 参 看 本 章 8 1) 上 ,或 更 扩 


РХ by „1 


大 一 些 , 在 实数 域 上 ,就 可 以 进一步 分 解 成 


х*—-4=(х-—-\/2)(х +/2)(x°? +2). 
而 在 复数 域 上 ,还 可 以 更 进一步 分 解 成 


х*—-4=(х—\/2)(х +/2)(х—\2а)(х +421). 
由 此 可 见 ,必须 明确 系数 域 后 ,所 谓 不 能 再 分 才 有 确切 的 涵义 . 


在 下 面 的 讨论 中 ,仍然 选 定 一 个 数 域 Р 作为 系数 域 ,我 们 考 


1 P HYY УО T s VJI RE AE | AAA E IPARRA, RIJEI 
ЕЖЕ Р 上 的 多 项 式 环 P[xz] 中 多 项 式 的 因 式 分 解 . 
定义 8 数 域 P EKAI 的 多 项 式 p(xz) 称 为 域 P 上 的 不 


可 约 多 项 式 ,如 果 它 不 能 表 成 数 域 P 上 的 两 个 次 数 比 к: 


按照 定义 ,一 次 多 项 式 总 是 不 可 约 多 项 式 . 
正如 上 面 指出 的 ,x?+2 是 实数 域 上 的 不 可 约 多 项 式 , 但 是 它 


кк унчу LAI H J T Dp 77ҹ 0 ну 7 4 227 "N 一 一 Ne 


在 复数 域 上 可 以 分 解 成 两 个 一 次 多 项 式 的 乘积 ， 因而 不 是 不 可 名 


Дд x ah ум no — A А т > ЕЗ а — рд A 12: Б — Z xt, LP. АА, 
НУ. ДА А ВУ Ј | Zz— IA E TT Z" H] ZJ ZE WC RL J RAAH. 


显然 ,不 可 约 多 项 式 p(x ) 的 因 式 只 有 非 零 常数 与 它 自 身 的 
非 零 常数 倍 cp(xz)(c 关 0) 这 两 种 ,此 外 就 没有 了 . 反 过 来 ,具有 这 


入 上 FE Ац УА г а А Д2 т ое н л пг 2А а Н Т Ап KET Z 
个 性 质 的 伏 效 之 1 ZMA ЕХЕ ЛУ R A. Pq Jú HJ М, “453 


项 式 p(xz) 与 任 一 多 项 式 f(z) 之 间 只 可 能 有 两 种 关系 ,或 者 


р(х) Убх) (р(х), f(z))=1. 事 实 上 ,如 果 (p(x),f(z)) 
=d(x), A а(х) HEE 1 或 者 是 cp(x)(c 关 0). 当 d(xz)= 
cp(x) 时 ,就 有 р(х)|/ (т). 

不 可 约 多 项 式 有 下 述 的 重要 性 质 . 

定理 5 ШЖ p(xz) 是 不 可 约 多 项 式 , 那 么 对 于 任意 的 两 个 多 


项 式 Cy 由 p(xz)|f(z)g(zx) 一 定 推出 p(xz)|f(z) 或 
者 p(x)|g(z). 


"Е AR 如 果 hl > 


Kiin "7 J ) 
г> сь аА 
) 


(p(x), f(x))=1. 
M 4 18 р(х)|в(х). { 


利用 数学 归纳 法 ,这 个 定理 可 以 推广 为 :如 采 不 可 约 多 项 


R p (xz) 整除 一 些 多 项 式 у, (z), у, (z), 2, f. (z) 的 乘积 


ЛОЛ) ,那么 p(x) 一 定 整 除 这 些 多 项 式 之 中 的 
下 面 来 证 明 这 一 章 的 主要 定理 . 
因 式 分 解 及 唯一 性 定理 ЖЫР 上 每 一 个 次 数 之 1 的 多 项 式 


£( ART DI E — ир ZY &E Б Жү kb P 上 上 一些 不 可 约 多 项 式 的 REA 
J N < ) #P H КА "É. ДО J ЛЕ АА ХА 754 1 ASR 23) 27 А 2 HJ ЛХ ЛА. 


ооо j] qılr)qa (z) q(x), 
° 19 ° 


那么 必 有 5= 1: ,并且 适 当 排 列 因 式 的 次 序 后 有 


p(x ) = cg (zx),i=1,2,.: 


其 中 ci(i=1,2,: …,5) 是 一 些 非 零 常数 . 

证 明 先 证 分 解 式 的 存在 .我 们 对 f(z) 的 次 数 作 数学 归 
纳 法 . 

因为 一 次 多 项 式 都 是 不 可 约 的 ,所 以 n=1 时 结论 
ДХ, М. 

Бб ейун; 并 设 结论 对 于 次 数 低 于 ”的 多 项 式 已 经 
成 立 . 

ШЖ f(z) 是 不 可 约 多 项 式 , 结 论 是 显然 的 ,无 妨 设 f(z ) 不 
是 不 可 约 的 , 即 有 

f(r)= р(х) Р(х), 

其 中 fi (=), Р (х) K3X 8 f& T nn. 由 归纳 法 假定 f, (х) 
Р (= z) 都 可 以 分 解 成 数 域 P 上 一 些 不 可 约 多 项 式 的 乘积 .把 


(xz),f2(z) 的 分 解 式 合 起 来 就 得 到 f(x) 的 一 个 分 解 式 . 
由 归纳 法 原理 ,结论 普遍 成 立 . 


再 证 唯一 性 . 设 f(z) 可 以 分 解 成 不 可 约 多 项 式 的 乘积 
IL 。 TJ” МА 27) NY HA J —3J D ЖЫ: 信人 


Р(х) = ру(х)р,(х)+р,(х). 
如 果 f(z) 还 有 男 一 个 分 解 式 
бх) = qi(x)q,(r)'q,(z), 
其 中 gq,(z)(i=1,2,…,t) 都 是 不 可 约 多 项 式 , 于 是 
f(z=)= p (х)р, (х): p (х) = (х) (r) q, (z). (1) 
我 们 对 s ЕНА. Ч s=1,f(z) 是 不 可 约 多 项 式 ,由 定义 
必 有 
$={=1, 
f(z)= p (х) = qi (z). 
现在 设 不 可 约 因 式 的 个 数 为 ;一 1 时 唯一 性 已 证 . 
° 20 ° 


由 (1),pi(z)lqi(z)qs(z)…g,(z), 因 此 ,pj(z) 必 能 除 尽 
nh 


个 ЭЕ} 


其 中 的 一 个 ,无妨 设 
pi(x)| gi(z). 
因为 q (zx) 也 是 不 可 约 多 项 式 , 所 以 有 
bi(z)= cq (z), (2) 
在 (1) 式 两 边 消去 gq, (zx), 就 有 


}»(х)+р,(х)= сү q(x) (х). 


由 归纳 法 假定 ,有 
= — у a: 1 НП с — f (3 \ 
1 L AL, PE о L. NN 2 у 
并 且 适 当 排列 次 序 之 后 有 
р(х) = с 2С 1а (x), BẸ р(х) = c,q., (x), 
j. р y— угыл  ( >y( ; = 2 < (AN 
Hi N A J C;qd; NA J N £ 73 597 хт; 


(2),(3) ,(4) 合 起 来 即 为 所 要 证 的 .这 就 证 明了 分 解 的 唯一 性 . | 

应 该 指出 , 因 式 分 解 定理 虽然 在 理论 上 有 其 基本 重要 性 ,但 是 
它 并 没有 给 出 一 个 具体 的 分 解 多 项 式 的 方法 .实际 上 ,对 于 一 般 的 
情形 ,普遍 可 行 的 分 解 多 项 式 的 方法 是 不 存在 的 . 


Th а р/у N А. /\ OS Тг ТІ Tr: А А-ат 


EZTA f(z ) 的 分 解 式 中 ,可 以 把 每 一 个 不 可 约 因 
项 系数 提出 来 ,使 它们 成 为 首 项 系数 为 1 的 多 项 式 ,再 把 相同 的 不 
可 约 因 式 合 并 .于 是 f(z ) 的 分 解 式 成 为 
Хбх) = сри (х) р(х) pe (z) 


其 中 c 是 f(x) 的 首 项 系数 ,p(xz),p,(z),…,p,(z) 是 不 同 的 首 
项 系数 为 1 的 不 可 约 多 项 式 ,而 ri,r,,…,r, 是 正 整数 .这 种 分 解 
式 称 为 标准 分 解 式 . 
如 果 已 经 有 了 两 个 多 项 式 的 标准 分 解 式 ,我们 就 可 以 直接 写 
Ан L EL з J D TA AN HJ TIE JI AT ЫЕ +s JA ji J ДУШЫ rJ КА EL JX, — 
出 两 个 多 项 式 的 最 大 公 因 式 . 多 项 式 f(z) 与 g(z) 的 最 大 公 因 式 
N з ЕЗ лї? LL (Et nL á / N Ар, +: vA BTI а ША ті L 不 可 


d (xz) 就 是 那些 同时 在 /(х)-5 g(z) 的 标准 分 解 式 中 出 现 的 
约 多 项 式 方 赛 的 乘积 ,所 带 的 方 赛 的 指数 等 于 它 在 f(x 
中 所 带 的 方 究 中 的 较 小 的 一 


由 以 上 讨论 可 以 看 出 , 带 余 除法 是 一 元 多 项 式 因 式 分 解 理论 
的 基础 .我 们 知道 .整数 也 有 带 祭 除法 , 即 


L мц • JN II AT AS $ TE AA МЧ FJ AAA IC ә >F 


对 于 任意 整数 a ,5 ,5 关 0, 都 存在 唯一 的 整数 q, r ,使 


a=qb+r, 
其 中 0 过 x<16|. 
整数 的 因 式 分 解 理论 能 够 类 似 地 得 出 ,读者 可 以 参考 附录 二 
У 2 A АУ, 
KLIJ H +. 


$6 ш 因 A 


定义 9 不 可 约 多 项 式 p(xz) 称 为 多 项 式 f(z) 的 PAR, 


ШЖ p (e)l fC) T р (х) f(x). 


如 有 果 &=0, 那 么 p(z) 根 本 不 是 F(z) 的 因 式 ; 如 果 &=1, 那 
А PIORA (х) ёв; ШФ АРІ, ,那么 р(х)# Р(х) 


!'(тх)ру(х) р(х), 
那么 олыга f(x) 的 ri 重 ,rs 9,6,7, 
重 因 式 .指数 x,=1 的 那些 不 可 约 因 式 是 单 因 式 ; 指 数 r >1 的 那 
些 不 可 约 因 式 是 重 因 式 . 

因为 没有 一 般 的 方法 来 求 一 个 多 项 式 的 标准 分 解 式 ,判别 有 
没有 重 因 式 的 问题 就 需要 用 另外 的 方法 解决 . 


Ы 
`— 


设 有 多 项 式 
/(х)=а„х” ta, ух" +5 +a,,zr+a. 
我 们 规定 它 的 微 商 (也 称 导 数 ) 是 
J: (x)=a, nz” '+a M e со сй “十 十 ai， 


这 种 规定 目 然 是 来 源 于 数学 分 析 ,但 是 在 目前 的 情况 下 ,我 们 只 把 
它 当 作 是 一 个 形式 的 定义 .通过 直接 的 验证 ,可 以 得 出 关于 多 项 式 
. 22 - 


微 商 的 基本 公式 : 


J < BN \ $ 
(cf(z)) =cf (=>), 
(pf = N ж — N NP же at с\з OS u EE ТЇ U N Г N 
VJ NAAC /号 \ -LV 7/ J KAJEN) | у\х,/5 АЈ 
(f "(xz)) =т(/” (х) Р (х)). 
rt LY — or vx к» .\ "im A 2.6.0 =й» ? Р. Lnr Ao Alt 一 ar á £. А — FA 
IRJ F Н) КАЛЕ Х. ГАХ FJ H; уу Ж (х х )# 为 f(x) ` T 
Е; (х) “(О-У Ж?Н f( - yI — Fr ВЕ. a рү. ур L 
э, J Ану VAII J N< J F4tZ4 J N / H2 ГУ „серу зу эу, J X уну R 
NARAS). 
LAN ~ 正人 1 
nin Zi) tX 2⁄ JI SN HJ ia AET z — 1 (X 2 21 PN ; ECH 


п 阶 微 商 是 一 个 常数 ; 它 的 n +1 阶 微 商 等 于 零 . 

定理 6 如 采 不 可 约 多 项 式 p(x) f(x) 的 Ё а (22 
1) ,那么 它 是 微 商 Ох) 0-1 Ж. 

证 明 由 假设 , f(x) 可 以 分 解 为 

f(rz)=p (zr)g(z), 
其 中 p(z) 不 能 整除 g(x ). 因 此 
f(r)=p (zr)(kg(zr)p (х)+ р(х) (х)), 
这 说 明 р(х) (х). М 
һ(х)=Ёе(х)р (х) + р(х)ре (x). 

那么 p (xz) 整除 等 式 右 端 的 第 二 项 ,但 不 能 整除 第 一 项 ,因此 
р(х) ВЕЖ hlr) M p t ( = ВЕ: F (x). Xa B 
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是 f(z) 的 & 一 1 EIN K. | 
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1 ,那么 p(x) 是 f(z), 了 (x),…,A* 了 (xz) 的 因 式 ,但 不 是 
f” OBAR. 
证 明 根据 定理 6, 对 & 作 数学 归纳 法 即 得 . | 
推论 2 不 可 约 多 项 式 p(z) 是 F(z) 的 重 因 式 的 充分 必要 条 
А. /N EFI — D> 


为 р(х) Ж f(z) 与 KOLT 因 式 . 

* -HERR f(x) 的 重 因 式 必须 是 f (x ) 的 因 式 ; 反 过 来 , 如果 

f(z) 的 不 可 约 因 式 也 是 f(x) 的 因 式 , 它 必 定 不 是 f(z ) 的 单 因 
. 23 ° 
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运算 一 一 饶 转 相 除法 来 解决 ,这 个 方法 甚至 是 机 械 的 . 


有 些 时 候 ,特别 是 在 讨论 与 解 方程 有 关 的 问题 时 ,我 们 常常 希 


望 所 考虑 的 多 项 式 没有 重 因 式 .为 此 ,以 下 的 结果 是 有 用 
7⁄1“ VAN 一 人 人 一 NLX H EH HU H ZS AZ N луну. 
设 f(x) 具有 标准 分 解 式 


(х) = сри (zr)pr (x) pe (z). 
根据 定理 6, f(x) 与 f(z) 的 最 大 公 因 式 必须 具有 标准 分 解 式 
Р! (х) ре (ж) ps (=). 
于 是 


CO PI la) pale) p, (z). 


这 是 一 个 没有 重 因 式 的 多 项 式 , 但 是 它 与 f(z) 具 有 完全 相同 的 
不 可 约 因 式 .因此 ,这 是 一 个 去 掉 因 式 重 数 的 有 效 办 法 . 
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直到 现在 为 止 ,我 们 始终 是 纯 形 式 地 讨论 多 项 式 ,也 就 是 把 多 
项 式 看 作 形式 的 表达 式 . 在 这 一 节 ,我 们 将 从 另 一 个 观点 , 即 函 数 
WO JE k sE > zz Z Yi => 
H J Љо NNN АЛК Z Жо 227 А >° 
设 
Се) =й" на аена шей, (1) 
是 PLzj 中 的 多 项 式 ,a Æ P 中 的 数 , 在 (1) 中 用 a 代 工 所 得 的 数 
аа" ta, a" + taata, 


称 为 f(x ) 当 xz =a 时 的 值 , 记 为 f(a). 这 样 一 来 ,多 项 式 f(x) 就 
定义 了 一 个 数 域 P 上 的 函数 .可 以 由 一 个 多 项 式 来 定义 的 函数 称 
为 数 域 P 上 的 多 项 式 函 数 . 当 P 是 实数 域 时 ,这 就 是 数学 分 析 中 


. 24 » 
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因为 z 在 与 数 域 P 中 的 数 进行 运算 时 适合 与 数 的 运算 相 
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运算 规律 ,所 以 不 难看 出 ,如果 


zl 


,— 


利用 带 余 除法 ,我 们 得 到 下 面 常用 的 定理 : 
定理 7( 余 数 定理 ) 用 一 次 多 项 式 x - a 去 除 多 项 式 F(z)， 


所 得 的 余 式 是 一 个 常数 ,这 个 常数 等 于 函数 值 f(a). 


f(z=)=(x-a)q(z)+c. 
以 a 代 二 ,得 
fla)=c. | 


АЖ F(z) 在 工 =a ЖИВ (а) = 0, А «Ж f(x) 
的 一 个 根 或 零点 . 


зро гч ч 


由 余数 定理 我 们 得 到 根 与 一 次 因 式 的 关系 : 


HEA B. гу — Yt Hai h 22 ZY VZ. Ен ж ЕЕН / _ у! £ 
JÆ +G а АЕ J V+ J HJ IA HJ JL J or N IT 2 V + а) lJ 


=) 
Lj. 
由 这 个 关系 ,我 们 可 以 定义 重 根 的 概念 . a 称 为 а Н) К 


жк. rt у 


‚ЖЖ (х о) 6 Р(х) ЈА EKR. 4 k=1 时 ,a 称 为 单 根 ; 
1 时 ,a 称 为 重 根 
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定理 8 PLzj] 中 次 多 项 式 (n 之 0) 在 数 域 P 中 的 根 不 可 能 


42 = 个 ж 12: =E Ж L A 


Le 


Æ 
= 
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BT n TERREA. 
证 明 ”对 零 次 多 项 式 定理 显然 成 立 ， 


设 f(z) 是 一 个 次 数 >>0 的 多 项 式 .把 f(z ) 分 解 成 不 可 约 多 
项 式 的 乘积 .由 上 面 的 推论 与 根 的 重 数 的 定义 ,显然 Р(х) 
P 中 根 的 个 数 等 于 分 解 式 中 一 次 因 式 的 个 数 ,这 个 数目 当然 不 超 

. 25 。 


个 多 项 式 函 数 都 可 以 由 一 个 多 项 式 来 定 
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定义 出 相同 的 函数 呢 ? 这 就 是 问 ,是 否 可 


уха; 5 


iae 8 a аа O (as. 


ГАГА N 
ха} 
=f 2 ... nt] EA f(z 


J= g(x) 
„= 5 ОСА 必 у му, 


证 明 由 定理 的 条 件 ,有 
f(a,)— g(a)=0,i1=1,2,.…,n+1. 
这 就 是 说 ,多项式 f(x) - g(<x)# n +1 ARAR. ШЖ 
F(z)-g(z) 和 0, 那么 它 就 是 一 个 次 数 不 超 过 л 的 多 项 式 ,由 定 
理 8, 它 不 可 能 有 n +1 个 根 .因此 ,f(x)=g(zx).1 


因为 数 域 P 中 有 无 穷 多 个 数 ,所 以 定理 9 说 明了 ,不同 的 多 
项 式 定义 的 函数 也 不 相同 . 如 果 两 个 多 项 式 定义 相同 的 函数 ,就 称 


AN EN л „чн. у юа дм чә ! “IF F 2 ° ГУ гч AN „м/н ун. у AD 9 47Ú Ру 
e Кеө өе К е o е 09 5 е е е 


为 恒 等 ,上 面 的 结论 表明 ,多 项 式 的 恒 等 与 多 项 式 相 等 实际 上 是 一 


Er hh We EOM ЖОР L hh ZZ т —> HIT GT D £= 31, ди > =E *Y L. р siz bk Н 
3⁄X HY . T< HJ A л, ХАА L HJ 2? < 2Ñ PA; Н) КАТЕ ЛУ J JTA £ J JA ЛУ ХЕРЕ, 


也 可 以 作为 函数 来 处 理 . 但 是 应 该 指出 ,考虑 到 今后 的 应 用 与 推 
广 , 多 项 式 看 成 形式 表达 式 要 方便 些 . 


$8 复 系数 与 实 系数 多 项 式 的 


al fort 


因 式 分 解 


以 上 我 们 讨论 了 在 一 般 数 域 上 多 项 式 的 因 式 分 解 问题 ,现在 
. 26 ° 


来 看 一 下 在 复数 域 与 实数 域 上 多 项 式 的 因 式 分 解 .复数 域 与 实数 
域 既然 都 是 数 域 ,因此 前 面 所 得 的 结论 对 它们 也 是 成 立 的 .但 是 这 


be Ум Ум o +) mJ =“ PS F Waaa Чэ» ГИ Га md 


两 个 数 域 又 有 它们 的 特殊 性 ,所 以 某 些 结论 就 可 以 进一步 具体 化 . 


q+ T. £r Е b +LD /;i Z: K Zt нн ПА — rT] 
AJ J RRIKA: JX | J T ГІЧ E = RJ J; Е 5 


代数 基本 定理 每 个 次 数 之 1 的 复 系数 多 项 式 在 复数 域 中 有 
— 3. 
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结论 ,可 以 很 简单 地 证 明 . 

利用 根 与 一 次 因 式 的 关系 (本 章 $7 定理 7 的 推论 ) ,代数 基 
本 定理 显然 可 以 等 价 地 叙述 为 : 

每 个 次 数 之 1 的 复 系数 多 项 式 ,在 复数 域 上 一 定 有 一 个 一 次 
Й. 

由 此 可 知 ,在 复数 域 上 所 有 次 数 大 于 1 的 多 项 式 全 是 可 约 的 . 


换 句 话说 ,不 可 约 多 项 式 只 有 一 次 多 项 式 . 于 是 , 因 式 分 解 定 理 在 


复数 域 上 可 以 叙述 成 : 
复 系数 多 项 式 因 式 分 解 定理 ”每 个 次 数 之 1 的 复 系数 多 项 式 
在 复数 域 上 都 可 以 唯一 地 分 解 成 一 次 因 式 的 乘积 


ө @ ө A PEN 2 Sp E A ө e АЕ P 2 m чы. ° ө ө 
因此 , 复 系 数 多 项 式 具 有 标准 分 解 式 


Р(х) = а, (x-a) (r-a)? (x-a,)*, 
其 中 a, ,a,,…,a, 是 不 同 的 复数 ,上 ,1 ,…，,!, 是正 整数 .标准 分 
解 式 说 明了 每 个 次 复 系数 多 项 式 恰 有 п 个 复 根 ( 重 根 按 重 数 
计算 ). 

下 面 来 讨论 实 系 数 多 项 式 的 分 解 . 

对 于 实 系数 多 项 式 ,以 下 的 事实 是 基本 的 , 即 , 如 果 a 是 实 系 
数 多 项 式 7(z) 的 复 根 ,那么 + DIE Ç E f(z) 的 根 .因为 
设 

х) = а,х"+а, z" teta, 
其 中 au ,ai,……,a, 是 实数 .由 假设 
° 27 ° 


Fa)=aa"+a уа + +а = 0. 


/ (е) = аа" т да-а. ОА ао = 0, 
这 就 是 说 ,PCZ) =0,а 也 是 f(z) 的 根 . 


由 此 可 以 证 明 
实 系数 多 项 式 因 式 分 解 定理 ”每 个 次 数 之 1 的 实 系数 多 项 式 
在 实数 域 上 都 可 以 唯一 地 分 解 成 一 次 因 式 与 二 次 不 可 约 因 式 的 


证 明 “定理 对 一 次 多 项 式 显然 成 立 ， 
假设 定理 对 次 数 < п 的 多 项 式 已 经 证 明 . 
设 Р(х) Е п 次 实 系 数 多 项 式 .由 代数 基本 定理 , f(z) 有 一 
复 根 а. WR a 是 实数 ,那么 
Хбх) = (ra) fila) 
其 中 fi (xz) 是 n 一 1 次 实 系数 多 项 式 .如 果 a 不 是 实数 ,那么 a 也 
是 f(z) 的 根 且 азо. Р 


约 多 项 式 从 而 П) л -2 次 实 系 
fi(z) 或 f(z) 可 以 分 解 成 一 次 与 二 次 
之 fF(z) 也 可 以 如 此 分 解 . 
因此 , 实 系数 多 项 式 具 有 标准 分 解 式 
/(х)=а„(х-—су)'%+=(х—с,)"(х + рух + ду) 
Еа es 
зон Т на 
k, 是 正 整数 ,并且 a 1 pr ИИ 


TAZI 2 
是 适合 条 件 р: 4g,<0,i1=1,2,.…,r. 


代数 基本 定理 虽然 肯定 了 次 方程 有 个 复 根 ,但 是 并 没有 
给 出 根 的 一 个 具体 的 求法 .高 次 方程 求 根 的 问题 还 远 远 没有 解决 . 
. 28 * 


特别 是 在 应 用 方面 ,方程 求 根 是 一 个 重要 的 问题 ,这 个 问题 是 相当 
复杂 的 , 它 构成 了 计算 数学 的 一 个 分 支 ,在 这 里 我 们 就 不 讨论 了 . 
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现在 再 来 看 有 理 数 域 上 一 元 多 项 式 的 因 式 分 解 . 作为 因 式 分 
解 定理 的 一 个 特殊 情形 ,我 们 有 ,每 个 次 数 之 1 的 有 理 系数 多 项 式 
都 能 唯一 地 分 解 威 不 可 约 的 有 理 系数 多 项 式 的 乘积 .但 是 对 于 任 
意 一 个 给 定 的 多 项 式 = El IK th МЕ th zx aa ZY 7 — E. _ 4н £f Zu 
АУЛ | -HAC HJ ,要 具体 地 作出 С HJ J3 nt IN Ab <= | 922. A 
的 问题 ,即使 要 判别 一 个 有 理 系数 多 项 式 是 否 可 约 也 不 是 一 个 容 


EI зун ñ Mt Er E B Z ти Ж LP. = Ar о РД Н Zc 4 
多 解决 的 问题 ,这 一 点 是 有 理 数 域 与 实数 域 .复数 域 不 同 的 . ТЕ > 


数 域 上 只 有 一 次 多 项 式 才 是 不 可 约 的 ,而 在 实数 域 上 不 可 约 多 项 
式 只 有 一 次 的 和 某 些 二 次 的 .我 们 不 打算 一 般 地 来 讨论 这 些 问 题 ， 
在 这 一 节 我 们 主要 是 指出 有 理 系 数 多 项 式 的 两 个 重要 的 事实 .第 
一 ,有 理 系 数 多 项 式 的 因 式 分 解 的 问题 ,可 以 归结 为 整 ( 数 ) 系 数 多 
项 式 的 因 式 分 解 问题 ,并 进而 解决 求 有 理 系 数 多 项 式 的 有 理 根 的 
问题 .第 二 ,在 有 理 系 数 多 项 式 环 中 有 任意 次 数 的 不 可 约 多 项 式 . 

设 

#(х)=а„х" + а„-үх" + +а, 
是 一 有 理 系 数 多 项 式 . 选 取 适 当 的 整数 c 乘 FF(z), 总 可 以 使 
cfr(zr) 是 一 整 系数 多 项 式 . 如 果 cfF(z) 的 各 项 系数 有 公 因 子 ,就 可 
以 提出 来 ,得 到 
сў\х)=4дв(х), 

也 就 是 


其 中 g(x) 是 整 系 数 多 项 式 , 且 各 项 系数 没有 异 于 二 1 的 公 因 子 . 
例如 
TSS = 各 (5z: —15х°—3хт). 
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如 果 一 个 非 零 的 整 系数 多 项 式 g(x)= br" +b, x tet bo 


аап Z Жу L L . L М2 EL + 1 的 公 因 子 ін ер EL M — ri Н. 
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互 素 的 , 它 就 称 为 一 个 本 原 多 项 式 . 上 面 的 分 析 表 明 ,任何 一 个 非 
零 的 有 理 系数 多 项 式 f(x) 都 可 以 表示 成 一 个 有 理 数 > 与 一 个 本 
原 多 项 式 g(z) 的 乘积 , 即 
Рх) = rg(r). 
可 以 证 明 ,这 种 表示 法 除了 差 一 个 正 负 号 是 唯一 的 . 亦 即 ,如 采 
f(r)=rg(x)=rigi(r), 
其 中 g(xz),gi(z) 都 是 本 原 多 项 式 , 那 么 必 有 
r=+ri,g(7X)=+g(r). 
因为 f(z) 与 g(xz) 只 差 一 个 常数 倍 , 所 以 f(x) 的 因 式 分 解 
问题 ,可 以 归结 为 本 原 多 项 式 g(xz) 的 因 式 分 解 问题 .下 面 我 们 进 


一 步 指出 ,一 个 本 原 多 项 式 能 否 分解 成 两 个 次 数 较 低 的 有 理 系数 


多 项 式 的 乘积 与 它 能 否 分 解 成 两 个 次 数 较 低 的 整 系数 多 项 式 的 乘 
多 项 式 的 乘积 < айй: TT 77 WF AA PY “ |" CA 9X C TEN HY ЖЕ ЈА ЗА 27 2А 2. RY N 


积 的 问题 是 一 致 的 .作为 准备 ,我 们 先 证 


定理 10( 高 斯 (Gauss) 引 理 ) 两 个 本 原 多 项 式 的 乘积 还 是 本 
原 多 项 式 . 
证 明 Ж 
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/(\х)=а„х"+а„-үхт" teta, 
BCZ) 三 DZ 十 0 Т 
是 两 个 本 原 多 项 式 ,而 
Ah(z)=Fz)g(z)=d p£" td, ZI 十 二 do 
是 它们 的 乘积 .我 们 用 反 证 法 .如 果 h(z) 不 是 本 原 的 ,也 就 是 说 ， 
h(xz) 的 系数 d... d... do 有 一 异 于 土 1 的 公 因 子 ,那么 
就 有 一 个 素数 po 能 整除 h(x) 的 每 一 个 系数 .因为 f(z) 是 本 原 


的 ,所 以 p 不 能 同时 整除 f(z) 的 每 一 个 系数 . 令 a, 县 第 -个 不 鲁 
HJ y Zl VA b. Bú IJ hi e EE f ( z / HJ >+ | ASIA: Ҹ G; лу | “I G 


O 素数 也 叫做 质数 . 
. 30 - 


被 p 整除 的 系数 , 即 


Z Ре өө 
Piao 56] р 


Р 
同样 地 ,g(xz) 也 是 本 原 的 , 令 b 是 第 一 个 不 能 被 p 整除 的 系数 ， 
Bp 
pl6o,%…,plb,.1,pto,. 
我 们 来 看 h (x) 的 系数 d;,, ,由 乘积 定义 
di+) = a,b, + a,, D, I + o + 


+a, b. B ta,-,b;, 


由 上 面 的 假设 ,p 整除 等 式 左 端的 d;,,,p HAE 以 外 
的 每 一 项 ,但 是 p 不 能 整除 ab .这 是 不 可 能 的 .这 就 证 明了 ， 
h(x ) 一 定 也 是 本 原 多 项 式 .1 

由 此 我 们 来 证 明 

定理 11 如 果 一 非 零 的 整 系数 多 项 式 能 够 分 解 成 两 个 次 数 
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较 低 的 有 理 系 数 多 项 式 的 乘积 ,那么 它 一 定 能 分 解 成 两 个 次 数 较 


证 明 a f(z) 有 分 解 式 


À 
х) = g(r)h(zr), 


其 中 к(х),Л(х)®&®ВЖ # 39 TL sÑ , Н 
д(е(х))<9(/(х)),9(^(хж))<49(/(х)). 
< Рх) = аў, (х), 
д(х) = ғ, (х),А(х) = у(х), 

这 里 у, (х), g(r), А, (х) BEERE DA, a 是 整数 ,r,s 是 有 
理 数 . 于 是 

аў,(х)=тру(\х)һу(х). 
由 定理 10,g1(x)hi(xz) 是 本 原 多 项 式 ,从 而 
这 就 是 说 ,rs 是 一 整数 :因此 ,我 们 有 

f(z=)=(rsg,(z))h,(z>). 

° 31 ° 


这 里 rsg(( x) 3 hi1(z) 痢 是 整 系数 多 项 式 , 且 次 数 都 低 于 f(x ) B 


уд” B 
UNIA. BE 


由 定理 的 证 明 容 易 得 出 


推论 设 f(x), g(z) 是 整 系数 多 项 式 ， ВУ. 


НН ЕЗ АЉ +Z из —1 = 
WHN B Za УКН 目 己 完成 . R 


这 个 推论 提供 了 一 个 求 整 系数 多 项 式 的 全 部 有 理 根 的 方法 . 
定理 12 设 
— х" ta, z" +. +a 


- е е е а е е е 
- = - = е е Ф = 


证 明 i навей 


(2-2) Fa: 
\ ò J| 
从 而 
(sr = к) f(>). 
因为 r,s 互 素 , 所 以 sz -是 一 个 本 原 多 项 式 . 根 据 上 述 推论 
УС) rari bgt ну), 
AP Б, 1,777, ba 都 是 整数 .比较 两 边 系数 , 即 得 
а, = sb,-1,40 = — rb. 
因此 
sla,,rla . Ё. 
ji 求 方程 
22% - х +25 -3=0 


这 个 方程 的 有 理 根 只 可 能 是 + 1, +3, +, + 2. MNARA 


可 以 得 出 ,除去 1 以 外 全 不 是 它 的 根 , 因 之 这 个 方程 的 有 理 根 只 有 
= 
例 2 证 明 


在 有 理 数 域 上 不 可 约 . 


如 果 7 N RY 于 Z 个 ”TPR рУ Z= 人 Уу» Mm м Еҥ £ 人、 

АНЯ JA XT JH] SJ APNA С, =Z Z ASTI (APH УГ, ШАХЕ Н | 
有 理 根 . 但 是 f(z ) 的 有 理 根 只 可 能 是 +1. 直接 验算 可 知 +1 全 不 
是 根 ,因而 f(z ) 在 有理 数 域 上 不 可 约 . 

以 上 的 讨论 解决 了 我 们 提出 的 第 一 个 问题 ,现在 来 解决 第 二 

У. ШЛУ J JA HJ VE HJ АЯТ | TINAS +$ 2A “RL... дл U/N 2 一 一 


个 问题 .首先 我 们 来 证 明 
定理 13 ( 艾 森 斯 坦 (Eisenstein) 判 别 法 ) 设 
f(z=)=a,z" +а„-үх" + +a 


是 一 个 整 系数 多 项 式 . 如 果 有 一 个 素数 p ,使 得 


2.р|а„-\ ›@„һ„-2›,°°°,›@о;$ 


3.p* ta. 


е7 


那么 f(z) 在 有 理 数 域 上 是 不 可 约 的 . 


e Ке 8 Е Е ө 9 6 ө 
一 ~ —— rm л PD p = 


证 明 如 果 f(z) 在 有 理 数 域 上 可 约 , 那 么 由 定理 11, (=) 
可 以 分 解 成 两 个 次 数 较 低 的 整 系数 多 项 式 的 乘积 ， 


ЈА ЖЕЛИ ВЧ 数 较 低 的 整 系数 多 
Кх) = (bz! + Бух! ++ + by) lep” + epa r” + 
Peg) (1, т< п,і + т=п). 
因此 


а, = бб ,а0 = бубу» 
因为 plao ,所 以 p 能 整除 bo E co. BÆ p fao IMA р 不 能 
同时 整除 bo 及 co .因此 不 妨 假定 plob 但 р co. 另 一 方面 ,因为 
pta, FEL р fb .假设 bbb 中 第 一 个 不 能 被 bp 整除 的 
° 33 ° 


是 6b, .比较 f(z) 中 x* 的 系数 ,得 等 式 
ар = bico t OC oC: 


式 中 a ,6b,-_1，,…,b。 都 能 被 p 整除 ,所 以 bico 也 必须 能 被 p Ж 
Ж. 但 是 p 是 一 一 个 素数 ,所 以 Ь, 与 ce 中 至 少 有 一 个 被 р 整除 .这 


三 | А 了 r= | | 
不 一 上 了 用 .i 
根据 定理 13, 可 知 对 于 任意 的 n ,多 项 式 
z +2 
Му 1р L "7 264851 Tn Zc £ m XF kË L. A Z= 1T. тту 
ХА 22 L. “I J Z3J HJ: ЧА J ZG ТЕН Е ЯХ -L. s TT LL. | ЖАТА 


”$10 多 元 多 项 式 


在 前 面 我 们 讨论 了 一 元 多 项 式 的 基本 性 质 .但 是 除去 一 元 多 
项 式 外 ,还 有 含 多 个 文字 的 多 项 式 , 即 多 元 多 项 式 , 如 x у’, 
z + y? +z -3zyz 等 .现在 就 来 简单 地 介绍 一 下 有 关 多 元 多 项 式 
的 一 些 概念 . 

W P 是 一 个 数 域 ,x, ,z，，…,z, 是 nn 个 文字 .形式 为 


a $ — LL? 7-n + 人 


ki 2-69 .. м, (1) 
о ЕУ А д i); 


的 式 子 ,其 中 a 属于 P,k,,k,,…,k， 是 非 负 整数 ， 称 为 一 个 单项 


如 果 两 个 单项 式 中 相同 文字 的 寡人 全 一 样 ,那么 它们 就 称 为 同 
类 项 .一 些 单项 式 的 和 


а) Ë k k fy \ 
У Ak kyok Ку Ж? л, (2) 
n 


(Supap da ас) (2а t w en Жылу) 
жуй бл n їл 
(5т|х,х}+4х1х;х,)(2хүхх,— xi Tr, rs) 
= 10225322 — Sririr3 t8r xixi- 4z x x. 
与 一 元 的 情况 相仿 ,我 们 有 
定义 10 FERRERA P PN n 元 多 项 式 的 全 体 , 称 为 
YOR P 上 的 п 元 多 项 式 环 , 记 为 
有 


ktk, +... + Ё 称 为 单项 式 (1) 的 次 数 . 当 一 个 多 项 式 表 成 


1 п "У-у ZS 2° XN + HJ IAN IR DY TIN AN АУ AN 


一 些 不 同类 的 单项 式 的 和 之 后 ,其 中 系数 不 为 零 的 单项 式 的 最 高 


w A X. £ J. s A A. w s LF af wre. Aat È a 


的 次 数 为 4. 

虽然 多 元 多 项 式 也 有 次 数 , 但 是 与 一 元 多 项 式 的 情况 不 同 ,我 
们 并 不 能 对 多 元 多 项 式 (2) 中 的 单项 式 按 次 数 给 出 一 个 目 然 排列 
的 顺序 ,因为 不 同类 的 单项 式 可 能 有 相同 的 次 数 .我 们 看 到 ,一 元 


A= LIL >+. / Аз dr TL'E +IL >+. N BD — Ae AO гл Ня ДА, > 


多 项 式 的 降 才 排 法 (或 者 升 医 排 法 ) 对 J ҮГ 237 IH] 5 НУ 讨 论 是 方 便 
的 .同样 地 ,为 了 便于 以 后 的 讨论 ,我 们 对 于 多 元 多 项 式 也 引入 一 
种 排列 顺序 的 方法 ,这 种 方法 是 模仿 字典 排列 的 原则 得 出 的 ,因而 
称 为 字典 排列 法 . 
一 类 单项 式 (1) 都 对 应 一 个 ”元 数组 

“Кш n (3) 
Жр k 为 非 负 整数 .这 个 对 应 是 1 一 1 的 .为 了 给 出 单项 式 之 间 一 
3) 和 定义 一 个 先后 顺 


А ТТ а 


中 第 一 个 不 为 零 的 数 是 正 的 ,也 就 是 说 ,有 гп 使 
. 35 °: 


кыы Lea 0 p РАТА 
JZ ,我们 就 称 n 元 数组 (3) 先 于 n A 
JP <N 9 JA jl DUTI) /L УЫ ДА LLA N<. / Z J [t РЫ A-U 
Faha К Е (4) 


例如 ， 
(1,3,2)>(1,2,4). 
由 定义 立即 看 出 ,对 于 任意 两 个 n 元 数组 (3),(4), 关 系 


(kis bss ska) > (lrst + ° Pilaa 


(kiuka sk; J Us 
(] J . J DO .b 


£| x 2 эу" Sn/ (kiska, О) 
中 有 一 个 且 仅 有 一 个 成 立 . 同时 ， 关系 "> “具有 传递 性 ， 即 ,如 果 
(kis. ti, L S A ` К 
(] J e 1 )>( 


.. m ) 
\219с22 5 ° L, 7 Z ОЛКЕ Т 9 //t, / 9 


e ss Р k, — т; 


(k. —1,)+ (1, — т, ) 即 得 上 面 的 结论 . 因 之 ,这 样 的 确 给 出 了 n ж 
ЖЕҢ > рр адр AA I FZ +H r мА тр —P- — гатын sh Z— > __ А А E Ilir 
ЯХ H — IHJ HJ Л Лр. TH Лу ДЕ, АА 0 18] 5 A J 个 JUJA МА 


序 . 例 如 多 项 式 
2хух523 triz + xl 
按 字典 排列 法 写 出 来 就 是 
xi trir, +2r rir}. 
按 字 典 排列 法 写 出 来 的 第 一 个 系数 不 为 零 的 单项 式 称 为 多 项 
式 的 首 项 .例如 ,zi 就 是 上 面 这 个 多 项 式 的 首 项 .应 该 注意 , 首 项 
不 一 定 具 有 最 大 的 次 数 . 当 n=1 时 ,字典 排列 法 就 归结 为 以 前 的 


/A "S 7 S Z vr ⁄ s 


定理 14 s лыы Ps 7 时 ， 
乘积 f(x ,x ，… ,ZX,)g (Xi ,ZX2，… z, ) 的 首 项 等 于 f(x ,x， 
. 36 °` 


"T. BJ M glr, ra 


FAB i; fl, zz „ \ гу. 
шз RJ 2 л, s T HJ E 2) 
ах! TH хт азёд), 


,7, ) 的 自 项 为 


bxi r? 


g(x 925 > °. 


为 了 证 明 它 们 的 积 


by Tq, P, ` gq 


абх"" s 41 2» т" n 


为 fg BJ B 1 页 ,只 要 证 明 


(2. + qi bi +957, р, t q, ) 
先 于 乘积 中 其 他 单项 式 所 对 应 的 有 序数 组 就 行 了 .事实 上 ， 
了 +, Е у) 
中 其 他 单项 式 所 对 应 的 有 序数 组 是 
(pi+k,, b+ Ё„, ре Бү)» 
-P и. 
AA 


(L tq 1: +9, 


(Pr Piso Р) >С! 1... А 
(41,92,7779) > (kiskasta ka). 
(it qi b tq o b. + gq,)> (pi tki, р +, р +) 
与 
(ji tq o b + щч», ,p+ o> +q L, + ql, +T q, ) 
是 显然 的 . 
(2+4, +92, Po y ЕЕ Кл hay 1, + 


k, ). 


由 传递 性 即 得 


(p. + p. p, + 


这 就 证 明了 , Lht eee Th 可 能 与 乘积 中 其 他 的 项 同 
类 而 相 消 , 且 先 于 其 他 所 有 的 项 ,因而 о. | 

用 数学 归纳 法 立即 得 出 

推论 1 如 果 f. £Æ0,i=1,2, m ,那么 f f. fa 的 首 项 等 
于 每 个 f: BJ Ë M AI 38 A. | 

定理 14 的 结论 显然 包含 着 

推论 2 ШЕ f(x T 


Ф ра эы < AR ZF j ЧЕ 9 


那么 


+k, А +b.. J +k) 
ç 67 9 „ел "Yu >’ 


- 


ng ` РА \ £ № а 
J 2 i T. Lp ЕК, XT, Z, )50. I 


AZ TA а 
2 “人工 


е2 е k k k 
了 > йк к, Ti хул, 
L 


ki 


称 为 m 次 齐 次 多 项 式 ,如 果 其 中 每 个 单项 式 全 是 mn 次 的 .例如 


ДЕЗ tait FJa] 


,大 
2 


Г 
/\ 
就 是 一 个 4 次 齐 


显然 ,两 个 齐 次 多 项 式 的 乘积 仍 是 齐 次 多 项 式 , 它 的 次 数 就 等 
TER. 
PI | í% 


22 Im =Ë ñ! yr Жу > E 
А IN HJ UN %X — ТН . 


ен ` т 次 多 项 式 FCziyz，…z) 都 可 以 唯一 地 表示 成 


m 


a ` ` A ~ f N 
J TZ i, 223, Zn) 5 2 Ji Z i T,X,), 


其 中 у(х, z.) i 次 齐 次 多 项 式 . f, Cri, 223, z, ) 称 
为 F(ziyz r, ) 的 i 次 齐 次 REBR. 
如 果 


` 


l 
E Е о Ол. 


是 一 个 1 次 多 项 式 ,那么 乘积 
. 38 · 


h (x, ey ‚е ә, ) 一 f(x, sT е" Е Jel, Л» к, E ) 
ОЕК ЖЕШАЛУА (тоот... H 
\ ` / 


HJ IIN Ji UNPA Z М Лс | x< 3 у 6.437 77У 
hilii, ) = УД (аулов), (arí. a). 
225) 
с 一 人 
特别 地 ,je sr AY шш 分 为 
h ! ya (a Y; куо (r.z, 2 
hi ( ` L. 9 эзе үү Z Im Net | ° е 2 9 M n f fx (í N ш, = ? 
х,) 
ВНЖ Л, XJ ГУК, tl, 48 38 FH HJ K 2 3 РЕКУ 
HL | S Лр Дн Боле. ‚эг Тї: H TI[ PJ Ж /Á/: pÉ: 
А 71 JNT Ji Li | 9 J í Ú AN ГҮ ç D Ы Y " Zx NN J FA та үг гез 
НУ КК. 
J Cai )<=e- 5 a китет 
i ? a9 эе ур — PF É, 85 1 А, “hn 39 
人 


并 设 ccc 是 数 域 己 中 的 数 ,我 们 称 


КАР, ` = ` ` 4 &, £ 
Onn ТЫГЫ АС ар k Єт Себүү 
РИ ттт 90. и 


为 (гоу, ) E жү = сул се, к, = с, ЖШ {Н.Ш 

然 , 当 
人 
f(x йө qa ) (уг, Ж , T.) р Ох, л» E 

时 ， 我 们 有 


sf > ~ °... 
r ACI 5C325 9 


fc, буе. Мег ‚ Сэ с.) = рс, . Сэ ре N 


=L, AL. Л Д. CL -二 一 


对 称 多 项 式 是 多 元 多 项 式 中 常见 的 一 种 ,本 节 就 
对 称 多 项 式 的 基本 事实 .对 称 多 项 式 的 来 源 之 一 以 及 用 
个 重要 方面 ,是 一 元 多 项 式 根 的 研究 .因此 我 们 从 一 元 多 项 式 的 根 


му 


与 系数 的 关系 开始 . 
设 
f(z)=x"+a r" + +a, (1) 
是 PLzj 中 的 一 个 多 项 式 . 如 果 fr) EROR P R£ n Ка, 
аз," oa， 那么 f(x) 就 可 以 分 解 成 
f(x)=(r-a)(r-a)(r- a,). (2) 
把 (2) 乘 开 , 与 (1) 比 较 , 即 得 根 与 系数 的 关系 如 下 : 


(—1)'а,= Уа, a, ax《〈 所 有 可 能 的 i 个 不 同 (3) 
x а, 的 乘积 之 和 )， 


а 
ш E&E Z= r EY Fe Hh lk a T- a hh ШИ ЖЛЕ PJ K 
И O £ Ц, ЈА ХА ДЕЛУ P Аб ИХ ЛД J Jj EE HU TIK Ну. LX "у ИЧ U s КА 1 
п 个 7 元 多 项 式 


是 对 称 地 依赖 于 文字 zl ,x;,… ,Xx, BJ. 
为 了 一 般 地 引入 对 称 多 项 式 的 概念 ,我 们 需要 把 “对 称 ” 的 意 
定义 11 н 元 多 项 式 f(x1，…,X,) ,如果 对 于 任意 的 TE 
l<; < ;<n ,都 有 
О ПЕГИ. 
SC E 


. 40 ` 


那么 这 个 多 项 式 称 为 对 称 多 项 式 . 


这 就 是 说 ,如 果 任 意 对 换 两 个 文字 的 地 位 ,f(z ,…, ) 恒 不 
变 , 它 就 是 一 个 对 称 多 项 式 . 

тм! -hbn 

PI АН 


2 2 2 2 2 2 
f e, s T2 5 + zz, + хүл, + хул + x x3 + 737, 


就 是 一 个 三 元 对 称 多 项 式 . 


/ AN rh h er =! — 1 X> Æ т 45 21 人工 Ar М. 
当然 ,(4) 中 的 оү,о,,,о„ 都 是 ”元 对 称 多 项 式 , 它 们 称 为 
初等 对 称 多 项 式 . 


由 对 称 多 项 式 的 定义 可 知 ,对 称 多 项 式 的 和 、 积 以 及 对 称 多 项 
式 的 多 项 式 还 是 对 称 多 项 式 . 后 一 论断 是 说 ,如 果 fi, for f, 
En 元 对 称 多 项 式 , 而 g(y,,y,,…,y, ) 是 任 一 多 项 式 ,那么 


g( f, „fasts f, )= h(x, y a ыл А) 
是 п 元 对 称 多 项 式 . 


PP 27 -人 ne \ 2% РХ 27 ° ° J 


IY HI 9 VJ 等 对 ` H 的 


式 的 基本 事实 就 是 ,人 CHRE 所 式 都 能 表 成 初等 对 称 多 项 


R 
8. 


都 有 一 个 n 元 多 项 式 | огы: 使 得 
zyra，Zn) = ф(оу,о,,,о„). 
证 明 设 对 称 多 项 式 F(zi,zz,…,z,) 的 首 项 ( 按 字 典 排列 
ахи z2 za, ад. (5) 
我 们 指出 ， (5) 作 为 对 称 多 项 式 的 首 项 , 必 有 
Lh 2>1„2>0. 
否则 , 设 有 
EX ТЕЕ 
由 于 /(х,,х;,*,,х„)&®МЖ Н), l f(z,,z,, 2, z, ) 在 包含 
(5) 的 同时 必 包 含 
‚41 


l П l 

ах уе аи, 
>r _ Im 就 应 该 先 于 (5) Е-е Tri ñq E +Ë А г 
ХА — 5 ОМ УАШ) VƏ), —J El 5ДАН) = 2 ZT" f 


作对 称 多 项 式 
Ф = асу ?707 3 0 (0) 
因为 oj ,o,,…,o, АЛЯ L, ziz，…ziz zi 于 是 
(6) 在 展开 之 后 , 首 项 为 
ахи 2 (Zi ) 2 


这 就 是 说 ,F(zi, zz) 与 (6) 有 相同 的 首 项 ,因而 ,对 称 多 


ти —P- 
Мб? = 


-i і 
° 


з (z z, T.) = aziz. 


Р (хохо) = уух.) = ав "оў? о 
= /— Ф 
Ш FCzi,zz，…z) 有 较 " 小 "的 首 项 .对 filr tr ) 重 复 
上 面 的 作法 ,并 且 继 续 作 下 去 ,我 们 就 得 到 一 系列 的 对 称 多 项 式 
SAES ef = fiT p. (7) 
它们 的 首 项 一 个 比 一 个 "小 ,其 中 p Æo 0, 的 多 项 式 . 


Р p °°... 
бху л? 


lZ p Z р, > р„>0 (8) 
== A A ISN Ч Tr 2⁄7 £H ( у Y 1 6b = £ ЕН Z АУ гт — 
BARITO) НУ n ЛЯН A P i P23 р, ) ARRA А РК 27 717, АП 
{л үн O 6b Z Z RH ZA YL Tr Z ти Р Р HI Z T Жу p Ak 
V/T BGA Re H Н ГК 37 | AJ Th Z А DAJI Ф, PP A iL. EE XX н [X 
f=0. 这 证 明了 ， 


Aee a a + +, 
可 以 表 成 初等 对 称 多 项 式 的 一 些 单项 式 的 和 ， ,也 就 是 说 ,了 (т,, 


= > ` K w 1 ” 


ох, TARRI ЭЖ К И K Н) TERRA. | 
实际 上 ,还 可 以 证 明 ,定理 中 的 多 项 式 ф(у,,у›, >, y, ) E SK 
.42 


对 称 多 项 式 f(z ,z,," z, ) 唯 一 确定 的 .这 个 结果 与 定理 15 合 


在 一 起 通常 称 为 对 称 多 项 式 基本 定理 
МЗ пэ И Лу АЧ Ту 29 234 TAN в Р AC ШЕ. 


应 该 看 到 ,证 明 的 过 程 就 是 把 一 个 对 称 多 项 式 具体 表 为 初等 
对 称 多 项 式 的 多 项 式 的 过 程 . 

例 把 三 元 对 称 多 项 їй, ху + z+ zj 表 为 61,05,63 的 多 项 д 
式 . 


H 


#| +) Fa 的 首 项 为 xi , Ú Pr XT Н) 48 902 


ГА m ` m 


为 (3,0,0)， 
而 


作对 称 多 项 式 


ПАТЕ Ек Ыы Е 
T) T X22X1 T) UTi T2 T3, 


А __ 2⁄7. 
тү+х;+ zy бү Tlr 
它 的 次 项 一 2 О Жж ?Н(2 1 0) 而 
Lu HJ A AN sa ну, ЭУ TI Z N mw 9 А 9 у 9 узу 
36/09, = - 3(х, + х, + х, ) (хрх, + х5 +з.) 


3 3 3 3 => = 
xi t r3 t r3- oi + 30,0, = Зх zix; = 303, 
3 3 з __ 3 
xi t x) t ry= g —3o,o, + 3o. 
+ у 和平 上 
АЈ Lista’ ©,» А5 ЛУНУ JJ 


是 一 个 重要 的 对 称 多 项 式 . 按 基本 定理 ,D 可 以 表示 成 


a, == д, ‚аэ = 03," G, =(—1)*о, ， Í a, == ( —1)”о, 
的 多 项 式 D(a, йө r m 由 根 与 系数 的 关系 知 ,zi ‚22›,°°°,Т„ 
是 
/(х)=х"+аух" l + +a, (9) 


的 根 ,容易 看 出 Deali,az,… as)=0 是 方程 (9) 在 复数 域 中 有 重 
Ny 


根 的 充分 必要 条 件 .我 们 称 D(a ,a;,… ,a ) 为 一 元 多 项 式 (9) 的 


按 上 面 的 方法 ,直接 计算 即 得 


2 А 
+ Ta,x +a, 


的 判别 式 为 
D=a-4a,, 
而 
х? 十 a, x’ taxta, 
的 判别 式 为 


И АП 3 3 2 
"ЮО = ауа; – 4а – 4ауа, – 27а; + 18аџа,а;. 


1. 用 g(xz) 除 flr). RKA alr) IRA rlr): 
1) х) = х‘ -3r -zr-l,g(r)=3r -2r+1; 
2) х) = 2-25 +5,р(х) == -x+2. 
2. m ,p,q 适合 什么 条 件 时 ,有 
1) х2 + mz- 1х +prti+aq; 
2) х + mx + 1| +` + pr? + q. 
3. Ж р(х) Р(х) alr) IRA г(х): 
1) F(z)=2z -Sz -8zrz,g(z)= 工 二 3; 
2) Кх) = х - х -rp(r)=r-1+2i. 
4. 把 f(z) 表 成 + л, WAREM, В дў, 
cotele- хе) + c (z — ro) + 
的 形式 : 
1) f(x)=x ,ro=1; 
2) f(z=)==x`-2x2+3,xr i = —2; 
3) f(z=)==x`+2iz=`-(1+i)=?-3r+7+i,zro = —1. 
5. Ж /(х)5 g(xz) 的 最 大 公 因 式 : 
1) (х) = х + -3r —-4zr- l,g(z=)=<x`+zx2-zx-1; 
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2) #(\хт)=х*-4х* +1l,g(r)=x -3r +1; 

3) х) = х - 1022 +1, (ж) = t ASI r +652 +4./2х +1 

.? INRA ` д З , N / a t= >. TN < х. x 
6. 求 u(x), v(x) Кеө v(xr)g(r)= (f(r), (е 

А J / 4 < „А БАГ у\\% / . - ( т? < 


1-21 - 1602 + 5т + 


© 


,g(rT)=27 -x -5r+4; 


N 
< МУ ~ 
= жч > См 
' «єє P 

ct 

~ 

+ 


3) / агента =h 

7. ë (х) = т‘ + (1+0) ж +2r+2u,glr)=x1+tr+ u 的 最 大 公 因 
二 县 个 一 次 名 项 二 或 {Н 
+ Z I — UN 2⁄ ZA >N y („ч H J а. 

8. 证 明 : 如 果 d(r)!if(r),d(r)ig(x7). 且 4(х)5 /(х)-5 g(z)Ë) — 
А ¿H.A THR Z a . A E. rn ‘E slaba А, 4 ¿N ЕН 32 
Í| HPA G N. JJ J V< J J EBE N< /H3 | AXIN ZA КИЧ >N. 

9. uEBB:(/(2)h(r),g(=)h(z))=(/(<x),g(xz))h(<x),(h(x)B) B DH 
= Arh í ` 
IN XA ZV 1). 

10. 如 果 Kregel) FEAF ‚1 证 月 ， (; у. ү, (7С), в(=)) gz Fi 


11. 证 明 : 如 果 (r) glr) 202. Н 
и(х){[(лз)+ т(л)р(т)=(/(т).д(т)), 
那么 (4 ) ,mxz)) = 1， 
12. 证 明 : 如 果 (1z).zlr))=-1.01r).nc))=1, 那 么 
(/(тж).д(т)А(т))=1. 
13. 设 (т)... gnp (a). (a). ov) 都 是 多 项 式 . 而 且 
(/,(хч),д,(т))=1 (¿=].2,-* ,miyj= 1.2, n). 
ЖЕ: (у (ес) (л) (л). (т)в,()#еа„(т)) =l. 
14. ЕВН: (у(х). (а) = 1 那么 (Cr)p(r) .f(r)+ g(z))=1. 
15. 求 下 列 多 项 式 的 公共 根 : 
Гбх) = а +2r+2r+ly8r) -+ +227 + xr +1. 
16. 判别 下 列 多 项 式 有 无 重 因 式 : 
1) бх) = > - 5r? +71 - 227 +46 8; 
2) f(x)=x +417 - 41-3. 
17. R t 值 使 /(x)= а -3x* 1 r - 1 AER. 
18. 求 多 项 式 r*+ pr +g 有 重 根 的 条 件 . 
19. WR- 1V i Art + Be +I. А.В. 
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[ 


20. 证 明 :1+ крз ++ CORE RH. 
21. MRa R. (х)Н0)—1 k ER, ЕН a 是 
)1- (х) + fa) 


Мә 


в(х) = 


的 一 个 &A+3 重 根 . 
22. ШЕВ: + 


о Ж / 
FEP (ко) =0.Лй E (к, ) 50. 
IST 


23. 举例 说 明 断 语 “ 如 果 a 是 f(x) 的 m 重 根 , 那 么 a 是 
重 根 "是 不 对 的 . 
AA ган bn ЕН / — 1)! f ( пу HU ¿Z / ау ии _n A 
Z%. ШЕН: ЯНАГ LJIJAT Лр AN. L /IJN\C J. 
25. WER: MRC ++ 1) 10) нар, (27), ЯА 
/ / \ 


(x = (r= DC) 


26. 求 多 项 式 >" -1 在 复数 范围 内 和 在 实数 范围 内 的 因 式 分 解 . 


27. 求 下 列 多 项 式 的 有 理 根 :; 
1) r -6r :+15xr—14; 
2) 4 -Tx -Sr-l; 
a Er ea r e; 
28. 下 列 多 项 式 在 有 理 数 域 上 是 否 可 约 ? 
1) x +1; 
2) t= 815 + 122° +2; 
3) а +x +I; 
4) x + pr + 1, p 为 奇 素数 ，; 
5) х'+4Ёх +1,Ё 为 整数 . 
29. 用 初等 对 称 多 项 式 表 出 下 列 对 称 多 项 式 : 
і) tr 二 iT 二 Tc 十 ii 二 23 + тух 
2) (х +2.) (ху +х,)(л›+т,); 
3) (xix) (zi xa) (r27 x1); 
4) z? x? + х? z? + r х2 + д? а? + а2 х? + д? х? ; 


5) (wi +)» жү) (лүү а») 


6) (xı + r Бар) С + т, + х,ху)( xı + Ка Tapa жу)» 


30. 用 初等 对 称 多 项 式 表 出 下 列 元 对 称 多 项 式 : 
А 46 А 


ПАРЗ 

2) Уї 12,23} 
9 s 

4) Уа 


[xX l ! l =. —. кке —— ! 1 ! Ж — = Мал ZE: жү 2 YG; ДН ZG: \ 
( 2/ах! z2-' z, ЖУТА Н ахи r'an RAIER ТУ 2JHJ32DU HJ ЛП. ) 
21 3% н-ң. 6.2 17. — Q—= n in = AA i 
31. X G1 02303 £ j ЛЕ O X ог T/T ом нус | ТК, Ур >F 
2 2 2 2 
' (al + ауа» + а>) (а2 + а›ау + аз)(а + ауа; +аз ç 
Am THI 一 一 Ta .3 s 2 1 1 — n bh — A +H с> Айс Az lr Bl kh 25 
22. HL: (A JJJ£4 т тау TUTT d3 U HU— | T£ AX sy Z= ЯХ 7'] HJ JÚ 


分 必要 条 件 为 


a 3 人 LA е 
2а | — Zaa, T¿/a,y—U. 


R — w s= 


+ x< K 


1. ië fi(z=)=af(xz)+ bg(r),g (х) = сў (х) + 4р(х). Н ad- bc #0, 
ПЕНЯ: (fr), в(х)) = (И (х), g(x)). 


2 RE гу уук К ЯЕ, ТА 


当选 择 适 合 等 式 
и(х) (х) + ъ(х)в(х) = (Р(х), в(х)) 
deba М N 上 一 М N ж 
的 и(х)5 v(xz), 使 
a/ / ОР, р(х) \ 
lutz) тусау)" 
Ро ти ж 
V(f(z),g(x))/ 


3. 证 明 : 如 果 f(x) 与 р(х) ER, RA f(x”) 与 g(x”)(m 之 1) 也 互 素 . 


4. 证 明 : 如 果 Кыа у Йе УЫ» Дег (zh) 的 最 大 公 因 式 存 在 ,那么 
Pi(z),P(z)…FGz),A(z) 的 最 大 公 因 式 也 存在 , 且 当 f (x), 


` 


лл te С Са) р Са) еа) у Са) 
((fi(x), fo Cr) ,fi (zx)), f(r)). 
再 利用 上 式 证 明 ,存在 多 项 式 u(x),us(rt),… ,u(x ) 使 

° 47 ° 


и (х) (х) + u, (х) р (z)+ з ни, (х) 5 (х) = (А (х), (ж), 7, 
/,(х®)). 

5. 多 项 式 mle) RRETARA f(r), g(r) 9 ЛАЛЕ, ШЖ 
1)/(х)| жт(х), ,g(=xz)| m(<x), ‚2)/(х), g(x) ff — МАХА В т (х) А 
倍 式 . 我 们 以 [f(zx),g(xz)j] 表 示 首 项 系数 是 1 的 那个 最 小 公 倍 式 . 证 明 : 如 
flr), ,g(Z) 的 诈 项 系数 都 是 1, 那 么 


соч кз 


[ (zy ебу] = Lea) 
экэн тые CAT PRY) 


б. 证 明定 理 5 的 逆 , 即 : 设 上 (z) 是 次 数 大 于 零 的 多 项 式 , 如 果 对 于 任何 
多 项 式 f(r), g(r), H р(х) 1 Р(х) а(х) ПИН p(xz)|if(z) 或 者 р(х)| 
g(r), А p(xz) 是 不 可 约 多 项 式 . 

7. 证 明 : 次 数 >>0 且 首 项 系数 为 1 的 多 项 式 f( < ) 是 一 个 不 可 约 多 项 式 
的 方 瞪 的 充分 必要 条 件 为 :对 任意 的 多 项 式 g(xz) 必 有 (f(x),g(x))=1, 或 
者 对 某 一 正 整 数 m, (х) 16" (т). 

8. 证 明 : 次 数 >0 且 首 项 系数 为 1 的 多 项 式 f(z) 是 某 一 不 可 约 多 项 式 
的 方 医 的 充分 必要 条 件 是 ,对 任意 的 多 项 式 g (z), h (z<), HH f(z)| 
g(z)A(z) 可 以 推出 р(х) (х), ЭХ Е т, Р(х) 1А" (=). 

9. uFBH:z"+ az" ”+8 不 能 有 不 为 零 的 重 数 大 于 2 的 根 . 

10. 证 明 : 如 果 fr) р(х"), IBA f(z) 的 根 只 能 是 零 或 单位 根 . 
11. ЖЖ Р(х) 1 (х), Е: f(x) 有 nn 重 根 ,其 中 ля=9(/(х)). 
12. 设 al ,a,,…,a, 是 ”个 不 同 的 数 ,而 


Е(х)=(х-а,)(х-а,)*(х-а„). 


x 


{ 


- Е(х) 
1) 2, (х-а, ЁК (а) — 
2) 任意 多 项 RA р(х) Н F(z) 除 所 得 的 余 式 为 


< f(a;)F(zx) 
< (z-a,)F la) 


13. а,,а,,',а, 与 F(x) 同上 题 ,b,,b,,…,b, 是 任意 nn 个 数 , 显 然 


1,(х)= 2 ре) ВР x. 


适合 条 件 
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L(a,)=6b,,i=1,2,.…,n. 
这 称 为 拉 格 朗 日 (Lagrange) 插 值 公 式 . 
利用 上 面 的 公式 求 : 
1) 一 个 次 数 <4 的 多 项 式 f(r), CERRI: f(2)=3,f(3) = 
—1,/(4)=0,/(5)=2; 


І HT 去 也 ~ ЫБ, Po} л “тї = 
gn HU A PA ZZ Zx ІМ) A X AAA Ti у а|,у,4›), 9 G@%@, — 1 RIDON 2 
ой 0 -1 
16. (х=) = (z“ — zr)(r- zr) (z — =, ) = z" -ox + + 
(_1TNn Му — — д RL + -kF /rL1—n 1 21... 
V  1⁄ On- S, = Жү T X> C Ж„\К=,1,,‚, Ja 
1) 证 明 
EFIE A ушы kia a kl + pd VA N rd у 
J ч) 502 ' S14 š ' 3-14 ! JJ] Т BELJ’ 
其 中 g(z) 的 次 数 < ”或 g(z)=0. 
Э\ rk L PT RH A ER SNI ann АА. 
=) WALA HLN T WUINCWLON A XV š 
А-1 Ë x 
Sk T O1Sk-1+ O2 S; -2 十 +(- 1) оъ-151 + ( —1) ko, = 0, 
3 二 + — ! — i 
AJ љол; 
Sk 6150-1 # °С, + (К -1)"cs =0, k >n. 
15 +H На Н- E Z.N —P- EFI bn Ас at БА А> r —P- =E — 
1/. RATAAN UJ =F АУ Л 27 0А JA £ 7]N S>, 53,54,55 > ŠS6 ， 


18. 证 明 : 如 果 对 于 某 一 个 6 次 方程 有 ss = s, =0, 那 么 


TS 
19. 求 一 个 n 次 方程 使 
S1 = s, = = S,- 70. 
20. 求 一 个 ”次 方程 使 
S2 = Ss, = += 5, = 0). 


&1 2] == 
D = JJ i | mm |] 
钥 方 程 且 代数 中 一 个 基本 的 问题 ЖЕШ EL Z rh>% ЕК 2 r Жү rH 
INT ZJ ITA |! NIIA | | AJ КЕ > 13 ШУЛ Ыы ATG HA j| TAI q OU Шу; 1 9 
ЖУ шаа АУ. ES JW, X 4" Е ТАЈ. EF HH U, 
hn 果 我 们 知道 了 一 段 Ep ЖН Н „ T> Who th u дА rh 人 3 n TE Z `É 
UUR EAI JAU АЕ. J EXOT ZA HJ SPELL / ó Ú, HV P qI HJ rt A 22 Ç ç HP <, Ми 
过 这 段 导 线 的 电流 强度 1, 就 可 以 由 关系 式 


ir = 0 


求 出 来 .这 就 是 通常 所 谓 解 一 元 一 次 方程 的 问题 .在 中 学 所 学 代数 


x 
Е 
g: 
[ 
| 


— 5210 25 m — Г ЛАА Tn ¿rt Уз — T+ 一 一 


中 ,我 们 解 过 一 元 二 元 三 元 以 至 四 元 一 次 方程 组 .这 一 章 和 下 一 
章 主 要 地 就 是 讨论 一 般 的 多 元 一 次 方程 组 , 即 线性 方程 组 .这 一 章 
是 引进 行列 式 来 解 线 性 方程 组 ,而 下 一 章 则 在 更 一 般 的 情况 下 来 
讨论 解 线性 方程 组 的 问题 . 

线性 方程 组 的 理论 在 数学 中 是 基本 的 也 是 重要 的 内 容 

对 于 二 元 线性 方程 组 


aTi tanrı = 6, 


lan Tı tan T= b, 
当 a112 daqa, =0 时 ,此 方程 组 有 唯一 解 Вр 


b ia, T anb: anb, 7 41201 
TI Хр, 
а 52 ара] ај аә ара 


тї» №. 一 -< РиР 一 =I A гї /e ГАИ — | 


我 们 称 аа – ca 为 二 级 行列 式 , 用 符号 表示 
| 
| 


м — Z 4 Z| = 
一 一 —— — | J И JAAN 
ац Cl12 
=0 
| @2\ C22 | 
时 ,该 方程 组 有 唯一 解 , 即 
|b: ar | а b | 
_ |b; a | | аз b, | 
之 1 一 sl “Y [T2 “Y 
[an а ау 4} 
а 21 ы аз an 


ар 21 + арх) +азхз =b, 

аз Zi + аз х + азухз = bs. 

称 代数 式 Qi ар аз 十 Qi A23 Q31 十 a, A21 аз» T аџ G. Q32 一 
CI12421433 ` as axa) М1 了 列 式 ， 用 符号 表示 为 : 

danaz + аразазу + азаа» T аџазазу» T an a143 — 43an a3 


an | 
4 


а= |а ар аз |50 
азд аз азз 
时 ,上 述 三 元 线性 方程 组 有 唯一 解 , 解 为 
J J 
_ d, _ 4% _ 43 
XX — р, Zs — —, 


rH 


4 


2 


| b; аз аз; | | аз b; @зз | |93 аз b; | 
在 这 一 章 我 们 要 把 这 个 结果 推广 到 ”元 线性 方程 组 


(a £y tayp H Tax, = bi, 


gaT t an £ t’ E ai,r = D, 


lanz, + Cn2 22 ++ GQ, 1, 一 b, 


的 情形 .为 此 ,我 们 首先 要 给 出 ”级 行列 式 的 定义 并 讨论 它 的 性 
质 ,这 就 是 本 章 的 主要 内 容 . 


$2 排 列 


作为 定义 п 级 行列 式 的 准备 ,我 们 先 来 讨论 一 下 排列 的 性 质 . 

定义 1 由 1,2,…,n 组 成 的 一 个 有 序数 组 称 为 一 个 п l 
列 . 

例如 ,2431 是 一 个 四 级 排列 ,45321 是 一 个 5 级 排列 .我 们 知 
道 ,n 级 排列 的 总 数 是 


n(n—1):(n—2).…2.1. 


2°*(п—-—1)*п=п|!. 
“п 阶乘 ”. 例 如 :4! =4:3:2:1=24,5! =120.n! 2 n W 
增 大 迅速 地 增 大 .例如 ,10! = 3628800. 
显然 12…n 也 是 一 个 n 级 排列 ,这 个 排列 具有 自然 顺序 ,就 
是 按 递增 的 顺序 排 起 来 的 ;其 它 的 排列 都 或 多 或 少 地 破坏 自然 
顺序 . 
定义 2 在 一 个 排列 中 ,如 果 一 对 数 的 前 后 位 置 与 大 小 顺序 


ЫН 面 的 数 ,那么 它们 就 称 为 一 个 j 一 个 


лы Ш НУ ЯХ, 7р BGT DL AY 1 AG IJ э 
° ° ° ° ° 


і hn 2424 rh 
"УАН Z*+2L T 


45321 BJ PF 3⁄4 


о N 


НР лја), 的 递 序数 记 为 
г(31ј2 Jn) 
定义 3 WER BAHEA A BAEN FRA S PCH 
排列 称 为 奇 排列 


例如 ,2431 是 偶 排 列 ;45321 是 奇 排列 ;12…n 的 道 序数 是 零 ， 
因 之 是 偶 排 列 . 
应 该 指出 ,我 们 同样 可 以 考虑 由 任意 2” 个 不 同 的 自然 数 所 组 


成 的 排列 ,一 般 地 也 称 为 n 级 排列 .对 这 样 一 般 的 ”级 排列 ,同样 
可 以 定义 上 面 这 些 概念 


A -rre А ar 


把 一 个 排列 中 某 两 个 数 的 位 置 互 换 , 而 其 余 的 数 不 动 ,就 得 到 
另 一 个 排列 .这 样 一 个 变换 称 为 一 个 对 换 . 例 如 ,经 过 1,2 对 换 , 排 


A ЧУМ 097 7 9 V JAn JALAL 2 чм эзи 


列 2431 就 变 成 了 1432 ,排列 2134 就 变 成 了 1234. 显然 ,如 有 果 连 续 


T 4 Ую ЖН ЇЇ 的] ЯТ ИВ ‚ 3 Z НЕР IK I Г 由 此 得 知 一 个 对 换 把 


全 部 ”级 排列 两 两 配对 , 使 每 两 个 配 成 对 的 n 级 排列 在 这 个 对 换 
K FAR 
| ч... 


关于 排列 的 奇偶 性 ,我 们 有 下 面 的 基本 事实 . 


可 十 ы ab ә HE Gl hh Z. ЛН 


Ia TO 1 
EJE 1 ADARRA HFI НУ uj I 内 ТЕ. 


这 就 是 说 ,经 过 一 次 对 换 , 奇 排列 变 成 偶 排列 , 偶 排 列 变 成 奇 
排列 . 
ШЕ 先 看 一 个 特殊 的 情形 , 即 对 换 的 两 个 数 在 排列 中 是 相 


邻 的 情形 .排列 

经 过 j,k 对 换 变 成 
ss。 ДЫН / 
Kj 3 ` 


这 里 “…” 表示 那些 不 动 的 数 .显然 ,在 排列 (1) 中 如 7,& 与 其 他 的 
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$r ta БЕ БЕ Wir НЕ (оу и БЕ. R Бр БЕШ! Жк (2 \ 
KA VI А 223) ә IT ы! Ө ДЫ БАР Ж TT ИЈУЛУН РАЙ ИШ 9 AHU DITI УТ РААЛЫ ГЫ БЫ и A< / 
中 也 不 构成 逆序 ;不 同 的 只 是 j,k KKF. WRK j,k 组 成 逆 
= Rá ¿ Anata "W: EZ yt; т =Ë h An” bn ЕН [= зг › Z ¿H =Ë >x 
ГУ HP A Z= X-1 АЈ TA s IZIT % ДУ, UX Z | + IHUN IS 2Z& J >K ZI £H JX 1 
序 ,那么 经 过 对 换 ,逆序 数 就 增加 一 个 .不 论 增加 1 还 是 减少 1 , HE 
万 中 hh >: r> Wie hh A AH uL А Ч т Г 3 2 —- O Ə = 人 AZ bh ke IZ œ> m B 
2Y HY IZIT ЖАНУ н] |8616 AE 32 j . И, ЕЈ ` Tsf ZIN НУН JÚ , Е Е Е 
对 的 
再 看 一 re 的 情 = 设 排 7:111 为 
ПАЛЕ. (3) 
经 过 j,k 对 换 , 排 列 (3) 变 成 
. bi ; s... gooo (4) 
{1427 tJ . N T/ 
不 难看 出 ,这 样 一 个 对 换 可 以 通过 一 系列 的 相 邻 数 的 对 换 来 
Tht її ола LI > 7 Е ——L фу. th èL Н Hn 7 
>< ХА 从 (3) 出 发 ,把 „К 与 7 对 换 ,再 与 i -1 ATER: , ЯЛ Е, TÜ Ё 


一 位 一 位 地 向 左 移动 .经 过 ;+1 次 相 邻 位 置 的 对 换 , 排 列 (3) 就 变 
R 


уута. (5 ) 
从 (5) 出 发 ,再 把 7 一 位 一 位 地 向 右 移动 ,经 过 次 相 邻 位 置 的 对 换 ， 
Hemi / < YP ZP: FEF Т НЕ! / ЛУ БА L УНА GHT DI 3886 I + 1 Ye ЁН АМ 42 


HF23 V27J3⁄20 ОАА) HF23A 4. 办 之 ,J sR AIER HI КАЛЫНДЫ 25 T 1 (A. TH < hv] 


置 的 对 换 来 实现 .2s +1 是 奇数 . 相 邻 位 置 的 对 换 改 变 排列 的 奇偶 


去 ЖУ ур, уз Рё hh чы ро bh B ¿kt 24 ER ул; EL ar i А. ДЕН ДН. Ë 
性 . 显然 ,奇数 次 这 样 的 对 换 的 最 终 绪 果 还 是 改变 奇偶 性 . 


根据 定理 1, 可 以 证 明 以 下 重要 结论 . 


推论 ”在 全 部 ”级 排列 中 ,奇偶 排列 的 个 数 相等 ,各 有 
n1/2 +. 


А инан mr ` r ғ. А 


证 明 BREER n 级 排列 中 共有 s 个 奇 排列 ,z 个 偶 排 列 . 

将 ;个 奇 排列 中 的 前 两 个 数字 对 换 , 得 到 s 个 不 同 的 得 排列 ， 

此 s< z. ÆRE ¿<< s, TE s=:, 即 奇偶 排列 的 总 数 相等 ， 
右 


> 个 I 
71 | ` E 


1/2 
定理 2 任意 一 个 оп 级 排列 与 排列 12… п яри 以 经 过 一 系 


列 X: Мн ЖЕ з н УНГА н АЭ А НЕЕ Z ща 2 ME 
Аъ 1.4, ZI H Ph TFAJ TA HJ | ХА 22 | нє? 列 有 ЛА УНУ PJ IPJ IE. 
e 


证 明 “我们 对 排列 的 级 数 ” 作 数 学 归纳 法 ,来 证 任意 一 个 n 


A 


“5 


£ НЕ за DJ A Z BIERRA FË 10... > 
ZA ГУУ RFP Сс ИА ZL A= ANZIANI ІМ <. HA L< rt 

1 级 排列 只 有 一 个 ,结论 显然 成 立 

= AENA + _1 ¿ZI Ll. l 1 ZZ Б or w spl УС g+ 2 HE 211 hh 

JX X >H JL AJ Ж 1 ZX HHF FIJO ZÉ JX L. , АЛЕ ЛУ HL AJ n AX q3F 793 Н) 
情形 结论 也 成 立 

эт. ч £t LIL I 了 上 一 Eq __ пт /. LE на 11-1 Oh >-+- I 

Jij’ J, E n ZXHHTF7J, ЯНА Jn 一 N ,HP ТЕ 0-4 205 12 ] 
В, п 一 1 级 排列 1 4 ooe ВГ DIA t — е | xš МАЯК 12 n — 1 
Xon i AN? 3 7\72 Jn-1 5 Кл 26 Ду ДА Z 3 АЧ ТА АЛА. і 2 1 х, 
于 是 这 一 系列 对 换 也 就 把 jijo jn 变 成 12…n .如 采 ;, An, ЖА 
对 313272, Ejn ‚л 对 换 , 它 就 变 成 了 1 eej „-1 n ,这 就 归结 成 上 面 


的 情形 ,因此 结论 普遍 成 立 . 

相仿 地 ,1,2,…,n 也 可 用 一 系列 对 换 变 成 jj,… 记 ,因为 

2…n 是 偶 排 列 ,所 以 根据 定理 1, 所 作对 换 的 个 数 与 排列 л ја" 
j, 有 相同 的 奇偶 性 . | 


$ 3 n 级 行列 式 


我 们 现在 来 给 出 ”级 行列 式 的 定义 .从 这 一 节 开 始 ,我 们 总 
是 取 一 固定 的 数 域 P 作为 基础 ,所 谈 到 的 数 都 是 指 这 个 数 域 P 中 


0—4 «ы md м” < d ЕЗ бы 9 /Z Ú ZZ ` J Р р уем тү” / < 741 A 


的 数 ,所 考虑 的 行列 式 也 都 是 数 域 P 上 的 行列 式 ,以 后 就 不 重复 
说 明了 . 

在 给 出 n 级 行列 式 的 定义 之 前 ， 先 来 看 一 下 二 级 和 三 级 行列 
式 的 定义 .我 们 有 


lan а, | 


| — 4142 T anans, (1) 
а an 

| » | 

ац ар ај 

ам а» а, | 41929433 t а)4343 十 QI3Q21Q32 (2) 
ays ау аз | ~ aiz ân âz араз аз ац а23а3. 

М — ZE En — Z; 2 列 式 的 定 W отп P] = mm Er EB — t: ie N 
JA — X12117 KHU E X REI UI A l, КЛЯ Е IN TN 


的 代数 和 ,而 每 一 项 乘积 都 是 由 行列 式 中 位 于 不 同 的 行 和 不 同 的 


列 зс ЫБ НЧ ЗЕН EREA zj El. h RF £ >r =#h ní gE оч Je £H ZH 
ЧНУ ZG ДА TIHA HJ x ZT /MEIT ZN IH IH vu E Ц /7! 3 2 TT у ВО НУ АЛХ 473 LL 
成 .在 ”=2 时 ,由 不 同行 不 同 列 的 元 素 构 成 的 乘积 只 有 ana, 5 
apan XAN, Ф n= 3 时 也 不 难看 出 只 有 (2) 中 的 6 项 .这 是 二 级 

和 一 级 行列 专 的 性 征 的 一 个 方面 另 一 方面 £ -. IU e ZH Zt 3: E Zx 
HT FI HYTY HL HJ I ZJ Wi. 7Ј ZJ щЩ з > Zx ?ТУЛУУНр ПУ Kk: 


号 .这 符号 是 按 什 么 原则 决定 的 呢 ? 在 三 级 行列 式 的 展开 式 (2) 
中 ,项 的 一 般 形 式 可 以 写成 
a, Q2 3,» (3) 
其 中 jjj Æ 1,2,3 的 一 个 排列 .可 以 看 出 , 当 jj,js 是 偶 排列 
时 ,对 应 的 项 在 (2) 中 带 有 正 号 , 当 jjj 是 奇 排列 时 带 有 人 负 号 
二 级 行列 式 显然 也 符合 这 个 原则 . 
上 面 对 二 级 和 三 级 行列 式 的 分 析 对 于 我 们 理解 一 般 的 定义 是 


IA Wm /YY vwu зго 理解 ЛЫ 


сул n h m 
Р n T б ZA | Jj ZIAN 
k а 12 Ain | 
а “Q ao, 
| | (4) 
| aa Cn2 A nn | 
Айс р EI -E T+ h Z А Z— — Е = bh “>. з hh SE: жп 
=F J J| H AA H 4151931 Ј I Н y HJ п | JU 28 HJ AS TS 
ai; GQ. U Q. (5) 


BRAME зла), 是 1,2,…,n 的 一 个 排列 ,每 一 项 (5) 都 
按 下 列 规则 带 有 符号 ; 当 jja…j, 是 偶 排列 时 ,(5) 带 有 下 号 , 当 
jj2… 训 是 奇 排列 时 ,(5) 带 有 负 号 .这 一 定义 可 写成 


“11 “12 Uin 
Aa а 2 Aan < г) Jaj) 
= — 172 о о 
| . К | > ( 1) " CEPS C2) d nj 5 
° ° | —— 1 4 п 
° J, 7 1 
1°2 п 
л pe л 
| *n1 <я2 wnn | 


(6) 


Уд; ЕН — - __ 27 HE zE 
JIA E А / АХЛУ РІН Н ZX HF 29 J> TH . 
J17J2 ”yn 


定义 表明 ,为 了 计算 ”级 行列 式 ,首先 作 所 有 可 能 由 位 于 不 
同行 不 同 列 元 素 构 成 的 乘积 .把 构成 这 些 乘积 的 元 素 按 行 指标 排 
成 自然 顺序 ,然后 由 列 指标 所 成 的 排列 的 奇偶 性 来 决定 这 一 项 的 
符号 . 

由 定义 立即 看 出 , ”级 行 


а “= 


下 面 来 看 几 个 例子 . 
例 1 计算 行列 式 


列子 Et H x !3J) zH | 


pd =2-ҹ ETIN HN HJ. 


© 


© O 


0 
0 
3 0 
P 0 0 ° 
这 是 一 个 四 级 行列 式 ,在 展开 式 


THI ZH ZX hE 所有 人 不符 于 才 的 项 煞 斌 上 基 姑 减少 了 WAH. 
ЛІК 237 Hj <" + J7] VA Zl" SF j 4 HJ 入 又 人 РАХ 3 


一 下 .展开 式 中 项 的 一 般 形式 是 


QU 4, 43, аң. 
显然 MIA 4,382 а, =0, 从 而 这 个 项 就 等 于 零 . 因 此 只 须 考 
J; = 4 的 那些 项 ; 同 理 , 只 须 考虑 J, = 3, 73 =2,)„ = 1] 这些 列 指 


标的 项 .这 就 是 说 ,行列 式 中 不 为 零 的 项 只 有 
a 4 G23 432 441 这 一 一 项 ,而 r(4321) =6, 这 一 项 前 面 的 符号 应 该 是 正 


的 .所 以 


|0 0 0 1 
o o 2 0 
озо 011227424 
4 0 0 0| 


例 2 计算 上 三 角形 行列 式 


(7) 


我 们 先 来 看 一 下 , 形 如 (5) 式 的 项 有 哪 一 些 不 为 零 , 然 后 再 来 
决定 它们 的 符号 . 项 的 一 般 形 式 为 


а. As: "д. 
"71 51) п) н 7 


在 行列 式 中 第 ” 行 的 元 素 除 去 a, 以 外 全 为 零 , 因 之 ,只 要 考虑 
j, = п 的 那些 项 .在 第 n 一 1 行 中 ,除去 a,_1.,-1,4,-1.; 外 ,其 余 的 
项 全 为 零 , 因 之 j RA n-1,n 这 两 个 可 能 .由 于 ; = n, BF. 

-1 就 不 能 等 于 n 了 ,从 而 j,_!1 = n 一 1. 这 样 逐 步 推 上 去 ,不 难看 


这 一 项 外 ,其 余 的 项 全 是 0. 而 这 一 项 的 列 指 标 所 成 的 排列 是 一 个 
偶 排 列 , 所 以 这 一 项 带 正 号 .于 是 
an ар Ain 
0 an се аһ = ana a. (8) 
| 0 0 ам 


Ай e 


换 句 话说 ,这 个 行列 式 就 等 于 主 对 角 线 (从 左上 和 角 到 右 下 角 这 条 对 
角 线 ) 上 元 素 的 乘积 .作为 (8) 的 特殊 情形 ,有 


|d, 0 .… 0| 
0 а, 0 | 

— J J J (а \ 
Ё . Wa а,› (9) 
0 0 d, | 


1 0 0 | 
0 1 0 
. =1. (10) 
ооо | 


主 对 角 线 以 外 的 元 素 全 为 零 的 行列 式 称 为 对 角形 行列 式 .(9) 说 明 
了 对 角形 行列 式 的 值 等 于 主 对 角 线 上 元 素 的 乘积 . 

容易 看 出 , 当 行 列 式 的 元 素 全 是 数 域 P 中 的 数 时 , 它 的 值 也 
是 数 域 P 中 的 一 个 数 . 

在 行列 式 的 定义 中 ,为 了 决定 每 一 项 的 正信 号 ,我 们 把 .n 个 
元 素 按 行 指 标 排 起 来 .事实 上 , 数 的 乘法 是 交换 的 ,因而 这 л 个 元 


素 的 次 序 是 可 以 任意 写 的 ,一 般 地 ,n 级 行列 式 中 的 项 可 以 写成 


ij i, Gigin ? (11) 
其 中 iiei jija j, 是 两 个 n 级 排列 .利用 排列 的 性 质 ,不 难 
CRAH / 11 \ аал 8. А г 
ИСЛ, \1138У1Уу 5 sf J 


L (2 (12) 


事实 上 ,为 了 根据 定义 来 决定 (11) 的 符号 ,就 要 把 这 2” 个 元 
素 重 新 排 一 下 使 得 它们 的 行 指标 成 自然 顺序 ,也 就 是 排 成 


ауа саш. (13) 
是 它 的 符号 是 

| ( _ 1 ) "12720 | (14) 

现在 来 证 明 ,(12) 与 (14) 是 一 致 的 .我 们 知道 ,由 (11) 变 到 (13) 可 

以 经 过 一 系列 元 素 的 对 换 来 实现 每 作 一 次 对 换 ,元 素 的 行 指标 与 

列 指标 所 成 的 排列 2,1,1, Sijaj, 就 都 同时 作 一 次 对 换 , 也 


= 


就 是 (iii, J) т(у\)›°°°7„)ЇЇҤГИКЛЕ ay 48 FE , S Im u 848 
riisin ) 十 r(7J172 ja) 


h 2< ЛЕН FL Ж а р >or nË EL IM yiV1TAN ХЕ ул = == hh 7 寸 换 不 改变 (12) 
HJ HJ |P3 IL Z ` м. IA ЭЛ, ZE DU > АЈ ү УАКЫ AJUR HJ AJ LA ZI ЫД X N 1⁄ / 
的 值 .因此 ,在 一 系列 对 换 之 后 有 


这 就 证 明了 (12) 与 (14) 是 一 致 的 

例如 , ai as au ao 是 4 级 行列 式 中 一 项 , + (2314) = 2, 
r(1243) =1, 于 是 它 的 符号 应 为 (-1)… = -1. 如 按 行 指标 排列 
起 来 ， 就 是 аа a, a, r (4123) = 3, 8 Ifl Z BJ f S ti, J: ( — 1)° 
二 一 1. 


按 (12) 来 决定 行列 式 中 每 一 项 的 符号 的 好 处 在 于 , 行 指标 与 
列 指标 的 地 位 是 对 称 的 ,因而 为 了 决定 每 一 项 的 符号 ,我 们 同样 可 
以 把 每 一 项 按 列 指标 排 起 来 ,于 是 定义 又 可 写成 


| ап а ` Qin 
аз an a>, G . 
А 一 >; (一 1)” É 2 Tin) Qi 1 Qi, 2 а; n: (15) 
: п” ia 
dni а 22 а nn 
rh и Врла Р А K ZILEE E. 
ЕҢ 0 PF FJ 25 J AHJ P Z5 PL 1 ; 
性 质 1 行列 互 换 ,行列 式 不 变 . 即 
| | | | 
ау ар ° Qin айм an Ql 
Q21 422 42, ар azn а 22 
.| = (16) 
| а nl а „2 Ай а an | | Ain ao, A nn | 


事实 上 ,元 素 a, 在 (16) 的 右 端 位 于 第 j 行 第 i 列 ,这 就 是 说 ,i 
是 它 的 列 指标 ,; 是 它 的 行 指标 . 因 之 ,把 右 端 按 (15) 展 开 就 等 于 


列 式 中 行 与 列 的 地 位 是 对 称 的 ， 因 之 几 是 有 
; H 4 


H 


一 QIIQ22 Anm: (17) 


э 
5 Г 


_ _ .. 
| anl v n — n3 а nn | 


下 面 我 们 所 谈 的 行列 式 的 性 质 大 多 是 对 行 来 说 的 ,对 于 列 也 


-二 -上 日 二 | hh += === £ Tr 
A THI HJ 性 质 ,就 不 重复 J. 


行列 式 的 计算 是 一 个 重要 的 问题 ,也 是 一 个 很 彤 烦 的 问题 . n 
级 行列 式 一 共有 n1! 项 ,计算 它 就 需 做 n!1(n - 1) 3. 4 п 
ХЕ, п! 是 一 个 相当 大 的 数字 .直接 从 定义 来 计算 行列 式 几 乎 是 
不 可 能 的 事 .因此 我 们 有 必要 进一步 讨论 行列 式 的 性 质 .利用 这 些 
性 质 可 以 化 简 行 列 式 的 计算 . 

在 行列 式 的 定义 中 ,虽然 每 一 项 是 ”个 元 素 的 乘积 ,但 是 
于 这 n 个 元 素 是 取 自 不 同 的 行 与 列 ,所 以 对 于 某 一 确定 的 行 中 
个 元 素 ( 壁 如 aasan, a, ) 来 说 ,每 一 项 都 含有 其 中 的 一 个 且 只 
含有 其 中 的 一 个 元 素 . 因 之 ,nn 级 行列 式 的 n! 项 可 以 分 成 n 组 ， 
第 一 组 的 项 都 含有 al: ,第 二 组 的 项 都 含有 a,, 等 等 .再 分 别 把 i 行 


的 元 素 提出 来 ,就 有 


ау -Q12 Ain 
йл @»›2 a, А 
А x =a, Ар Ta, A; + +ta,A;, , (1) 
lani а n2 i A nn | 
Ж A; 代表 那些 含有 ay 的 项 在 提出 公 因 子 ay 之 后 的 代数 和 .至 
三 Нот hh п th ыл 5 O i жї е к тн =з I р! 
于 М % 54 хе р — 22090 HJ #H 3 J Н АУ Е, 2) 9 6 КУБ. М IA 
上 讨论 可 以 知道 ,A, 中 不 再 含有 第 i 行 的 元 素 , 也 就 是 A,i ,Ass， 
` ,A 全 与 行列 式 中 第 i 行 的 元 素 无 关 . 由 此 即 得 


1 LAR 
a а 12 Ain ai 2412 
k ka, Ра | = Ë | ад Qi 
| å ni an2 a, | ап Cn2 


这 就 是 说 ， 一 行 的 公 因子 可 以 提出 去 ,或 者 说 以 _- т тян 


>h Ln ми — НУ уд; 人 Eb ж ,LL, 2— z д>» 


行 就 相当 于 用 这 个 数 乘 此 行列 式 . 


事实 上 ,由 (1) 


а а 12 Ain 
ka; Ка; ka in = ka; Ai 十 ka, А, + 十 Ра „А 
| а „1 а „2 а „л 


=k(a A + а Аз + + a, A,, ) 


[ а 12 `". ain | 


令 有 =0, 就 有 ,如 果 行 列 式 中 一 行为 零 , 那 么 行列 式 为 零 
Ж: 


дд 


( 


x aii a, Ain | 
hta b, + c, „то, 
x 4 . л ~ A | 
| nl ne nn | 


2 


ON 


“1 12 ain %11 12 ain 
=j|b b, b |+ | с, G c, 
а nl an2 а an | йа а „2 Ай а nn „| 


Р 2 EL TF ¿H Xr п ШҮ ¿Z xa А Z— m —P- >p. e кси 人 
ж-— 11 E Н НУТ ‚Зр ЛА | 1J ZG AU sy jJ P] 


£ 
行列 式 的 和 ,而 这 两 个 行列 式 除 这 一 行 以 外 全 与 原来 行列 式 的 对 
应 的 行 一 样 . 
事实 上 , 设 这 一 行 是 第 i 行 ,于 是 


x ац а 12 Ain | 
bitci bte b, + c, 
Ql а „2 A nn | 
— L La YA (L ч, YA 1... + (L + YA 
“Ор ! C|] J2ZMA;1 !' U2 《2742 ' ' Una 《mn7/ Li 
=(b, A +b,A, + +b A, )+(c A, tce, А + +с,А,,) 
I i I I 
ај 412 Ain a&i an Ain 
= b, b, b, + | с, С» C, |. | 
а „1 а „2 А а nn а n1 а „2 e.e A nn 


性 质 3 显然 可 以 推广 到 某 一 行为 多 组 数 的 和 的 情形 ,读者 可 
以 自己 写 出 来 . 

再 根据 排列 的 性 质 ,我 们 有 : 

性 质 4 如 果 行 列 式 中 有 两 行 相同 ,那么 行列 式 为 零 . 所 谓 两 
行 相 同 就 是 说 两 行 的 对 应 元 素 都 相等 . 

证 明 设 行列 式 


ON 


ail Ci2 Ain 
| ` | 
ар Qar Akn 
| : : | 
| а „1 а 22 а nn 
= > (- LETTA a а; ањ, а, (2) 
HT, 
中 第 ¿4722 k 行 相同 , 即 
a;=ay, =1,2,.…,n. (3 ) 


( — 1) н” eja) ал), Заз as ста 


同时 出 现 的 还 有 


比较 这 两 项 ,由 (3) 有 


Qj =a, a; = aj . 


也 就 是 说 ,这 两 项 有 相同 的 数值 .但 是 排列 


31 ej, е ej, 533, "ej, 553, eej 


知 ,全 部 n рана * 可 以 按 上 述 形式 两 两 配对 因 之 ， 在 ( 的 
对 于 每 一 项 都 有 一 数值 相同 但 符号 相反 的 项 与 之 成 对 出 现 , 从 而 
行列 式 为 零 .1 
由 这 三 三 个 性 质 我 们 不 不 难 推 得 行列 式 其 他 的 一 些 性 质 
| | 人 yi- AEFEIEET TJ FNS IS H3 Кс ра Буд 


性 质 5 WRT j 列 式 中 两 行 成 比例 ,那么 行列 式 为 零 


* 64 


证 明 
a а 12 Ain | а qa Ain | 
| йд а;2 а x |a а;2 A in x 
МА Е 
= ka, ka,, | | ад ĉi? a in | 
| a а „2 а nn | | ani Cn2 а nn | 
这 里 第 一 步 是 根据 性 质 2 ,第 二 步 是 根据 性 质 4. | 
性 质 6 ”把 一 行 的 倍数 加 到 另 一 行 ,行列 式 不 变 ， 
设 
x а у а 12 Ain | а qa 
а; + сац + са, Ain + Са, aii Ci2 
| aki ak2 Akn | ал Apk 
| а ai an2 а nn | а n1 а „2 
а а 12 а, ај QQ12 а 1, 
Caki Ca, Са kn | ail ай a;, 
+ | . . : _ 。 。 
ац аә Akn x dki ak2 A kn 
| а a1 а a2 а nn | anal а a2 A nn | 
这 里 ,第 一 步 是 根据 性 质 3, 第 二 步 是 根据 性 质 5. | 
18 Не FE к HHZE 
AX T КЕЛД O Арл 
性 质 7 对 换行 列 式 中 两 行 的 位 置 ,行列 式 反 号 ， 
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ON 


一 


а 12 


а 12 


к 
~- 
© 
ее $ Ë 
+ З S 
‚Е 
© 
сч 
-X 
© 
` Š 
+ З S 
q 
© 
$ _ _ 
9 к 
+ З 9 
S 
|| 
9 9 S 
о, ч. È 
9 9 S 
т < T 
9 9 З 


_—- II I III T w — e 


Ë £ S Е 
9 З | © 
N 
© © 9 Q 
З 9 | З 
= iee S < 
© З | 9 
|| 
$ x 
Ë oe S Е 
9 + | 9 
‚Е 
9 
ч 
Y QQ 
s 9 б 
© + | З 
с 
9 
及 
=ч“ S S — 
S t | ° 
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—— Y... . ———— 


步 是 把 第 i 行 的 (一 1) 


— 
— 


这 里 ,第 一 步 是 把 第 k 行 加 到 第 i 行 ,第 


Ld 


NO 
` O 


œ~ & 


. 


b b b | 
b 1 
а b x 
, | 
ф а | 
一 行 有 一 个 元 素 是 a, HR n —- 1 + 
加 到 第 一 列 ,行列 式 不 变 ,再 把 第 
ӨӨӨ 直到 第 2” 列 也 加 到 第 一 列 ， 
b b b | 
a b b 
b a b 
b b а | 
b b b 
а ob б 
b a б |, 
1 b р ¿| 
b b b x 
a—b 0 0 
0 a—b 0 x 
0 0 А 
+ Нн Q э ды ә ZE 
‚1х уч у J DJ 2,719 
)b](a b)" 


б=1,2,+е,п, (4) 


CN 
N 


а з 


а 2 


а зз 


Co 


а 13 


а 12 


© 


由 性 质 1,2 有 


@2» 


а эз 


та) 


аз, 


_ An 


— a3 
a 


An 


а 2з 


© 


© 


мп 为 奇数 时 ,得 d= 一 4, 因 而 4 =0. 


角形 行列 式 


— 
一 一 全 
— 


ТЕ 83 我 们 看 到 ,一 个 上 


0 azn 423 4» 
| Ü 0 а зз а 3, 
| 0 0 0 аы | 
就 等 于 它 主 对 角 线 上 元 素 的 乘积 


这 个 计算 是 很 简单 的 .下 面 我 们 想 办 法 把 任意 的 ”级 行列 式 化 为 
上 三 角形 行列 式 来 计算 . 

为 了 便于 叙述 并 考虑 到 以 后 的 应 用 ,我 们 引进 矩阵 及 和 矩阵 的 
初等 行 变 换 的 概念 

定义 5 由 sn 个 数 排 成 的 5 行 ( 横 的 ) n 列 ( 纵 的 ) 的 表 


^ч 
= 
` 


Th м. „М. ~ Lm rh 
P| JJ — T s X n RPF. 


例如 
Ё 0 3 2} 
(-1 2 1 0) 
是 一 个 2x4 和 矩阵 ， 
1 1 2i) 
0 i 1 
3 2 1 


Ж aj 151,2, ‚5, ,=1, ,2 n , 称 为 矩阵 (1) 的 元 素 ，,; ; ЕК 


为 元 素 ay 的 行 指标 ,7 称 为 列 指标 . 当 一 个 矩阵 的 元 系 全 是 某 一 数 


е 69 е 


子 中 ,第 一 个 是 有 理 数 域 上 的 矩阵 ,第 二 个 是 复数 域 上 的 矩阵 . 


> ZJ PT 


rt 


+ X wm KH [EE rh Dr, 级 让 A „ ZÉ - Е 
ЭХ ZJ P+ . 


пхп FE п 


а 12 


Qin 


@22 


@2\ 


КУЖ ВЕ А 的 行列 式 , 记 作 |4|. 


ТЕЖЕ X E 


EH 
B 


` 
= 


БЕ 
JIV k 


— KV r 
АКЕ, 24 O 


Лх 
° 


RZ n H 
Е ВУ 17; 


ж 
倍加 到 另 一 行 ,这 里 c 是 P 中 任意 


sfere YYA Ea 


一 般 说 来 ,一 个 矩阵 经 过 初 


3) 互 换 和 矩阵 中 两 行 的 位 置 . 
阵 . 辟 如 说 ,把 矩阵 


i 


— 


是 hÈ a 


А, 


N 


J 


=ч N c 


= N 


РА 


чо «=ч 


© m N 


(—1 


Ç 
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当 和 矩阵 А ZA phi] 25 +y ЖЕ ia ЖЕ БУР ГЕ В Pj 9 JA Ш 5 
A—B 
Æ AT on 
IA Ji JTI AN AH 
011 2 -1| [112 1 -1 2) [1 0 -1) 
0001 |, 0 011 © 2/,0!2 1 
ооо 0] ооо! 2 3) 0 0! з 
М. РА 13А Tr/ — ЁРУ hh Ir A Ili д A з= a Z< 12У Z— hh Air 
的 矩阵 为 阶梯 形 和 矩阵 . F, HJ HJ TE — PA. 54 — | ` JL #& k E kX 1J H` 95 
一 个 非 零 元 素 所 在 的 下 方 全 为 零 ; 如 该 行 全 为 零 , 则 它 的 下 面 的 行 
也 全 为 零 . 
可 以 证 明 ,任意 一 个 矩阵 经 过 一 系列 初等 行 变换 总 能 变 成 阶 
BEBE. 
事实 上 , 设 
а “a 出 
_ 44 ар a>, p 
(ал a. A sn ) 


我 们 看 第 一 列 的 元 素 eu ,aa,…，,a:, 只 要 其 中 有 一 个 不 为 


零 ,用 初等 行 变换 3) ,总 能 使 第 一 列 的 第 一 个 元 素 不 为 零 , 然 后 从 
第 二 行 开 始 ,每 一 行 都 加 上 第 一 行 的 一 个 适当 的 倍数 ,于 是 第 一 列 


有 AAA 一 一 一 N -A но IH ЛА 9 


除去 第 一 个 元 素 外 就 全 是 零 了 .这 就 是 说 ,经 过 一 系列 初等 行 变换 


= 
/A 
, , ^ 
йуу a Ain 
A КС КС 
U a 22 а 2 
А >, = . " 
Е , , | 
` Ü а ;э A sn 2 
对 于 J, 中 右 下 角 的 一 块 


~ 
=. 


ГА 
G> `° G o, 


/ 
а,» `° Asn J 


再 重复 以 上 的 作法 .如 此 作 下 去 直到 变 成 阶梯 形 为 止 .如 果 原 来 矩 


th — == 人 7. элу He ү — t Lh — 


Е A 36 — 171 BJ Jú # £ > 22 , BÉ Z, S fk 1K > Jë Ну Ж ЭН) 


设 
( 0 0 -1 -1 2) 
1 4 一 0 2 
А=| ` 
-1 -4 2 -1 0 
| 2 8 1 o 
(1 4 -1 02 п 4-1 0 2 
A 0 0 -1 -1 2 0 0 -1 -1 2 
с! -4 2 -1 Д h 0 1 -1 2 
2 8 1 1 0 0 0 3 1 一 
14 1 o 2) пат о 2 
[0 0 =1 =1 2| 00-1 -1 2 
0 0 0 -2 4 0 0 0 一 4 
tO 0 0 一 2 2) tO 0 0 0 — 2) 
这 样 就 把 A 变 成 了 一 个 阶梯 形 和 矩阵 . 
Ti Z= 1 — x= 2 人 и —P. bhh ` L АА л Нат 人 п 级 行列 式 可 看 成 
现在 回 过 来 讨 论 行列 式 的 计 FFIR ES. | п б)? Т\,") т ДА 
是 由 一 n RIEA E BJ , А FE RE R AER EITA R ,而 行 


ї DX LE., Lil Y3 nN — 一 一 m- L 一 一 人 一 кїзї Dx. „1. 24 


列 式 的 性 质 2,6,7 正 是 说 明了 方 阵 的 初等 行 变 换 对 于 行列 式 的 值 
的 影响 .每 个 方 阵 A 总 可 以 经 过 一 系列 的 初等 行 变 换 变 成 阶梯 形 
AEJ. 由 行列 式 性 质 2,6,7, 对 方 阵 每 作 一 次 初等 行 变 换 , 相应 


地 ,行列 式 或 者 不 变 ,或 者 差 一 非 零 的 倍数 ,也 就 是 
? Z 3 AN-N TWA I < ну IH XA ) — VL A 

|A| =k\|J|,k #0. 
H aR AlE -RE ñi ZZ ml р 7 El. L. лам Blr EL. Z< El ; L &£& 
MEN у HERI ZJ PT'HJ2 TJ УУРЧ HP A= Л. 77 HJ y iN DO | J ТХЕ +T ZJ V| >T 
的 . 


例 计算 
|7? 5-1 3 
1 -9 13 7 
| 3 -1 5. -5 |. 
| 2 8 -7 -10 
| 一 5 -1 3 | | 1 —9 13 7 | 
| 1 -9 13 7 2 5 -1 3 
3 -1 5 -5| |3 -1 5 -5 
x 2 8 -7 -10 | 2 8 -7 -10 
í -9 13 7 | |i -9 13 7 | 
_ J0 -13 25 17|__ |0 -13 25 17 


1 -9 7 | 
|0 —13 25 17| 
13 \ 

-| 0 16 в |5513) 16 (з )^13°8:3 312 

о o o 2l 

| 2 | 
у-н AA Е El +z р дс э к PJ T Ar Et нп Z А (>r ir hii Zl It __ 
IA Е, IR W IELA 1,2 PITJA !` RPE TO 13 Hy IR%X JH TY 73 


ЕН ar 人 一 一 Ут» Lè. 数字 行列 -h ra ж» oe fi. 


不 难 算出 ， 用 过 个 方法 计算 一 个 п AUSAT AITITA АА Tü =< T 
“十 22 二 3 次 乘法 和 除法 特别 当 ”比较 大 的 时 候 ,这 个 方法 的 优 
越 性 就 更 加 明显 了 .同时 还 应 该 看 到 ,这 个 方法 完全 是 机 械 的 , 因 


гт 1. — у] Ak Ln Laa 人 vy r D. LR. E Аж 


而 可 以 用 电子 计算 机 按 这 个 方法 来 进行 行列 式 的 计算 . 
最 后 我 们 指出 ,对 于 和 矩阵 我 们 同样 地 可 以 定义 初等 列 变 换 , 即 


AVI JINI IJ ә 634 у/ мо 4! + = м N 


1) 以 数 域 P 中 一 非 零 数 乘 矩 阵 的 某 一 列 ; 


pA Hu £F КЕ Bh +L Eu hh z 1 l pa `> ЕН 
Z) JOAEPFfH)2A 2' ' ' 


一 个 数 ， 


为 了 计算 行列 式 ,我 们 也 可 以 对 矩阵 进行 初等 列 变换 .有 时 
候 , 同 时 用 初等 行 变换 和 列 式 的 计算 


矩阵 的 初等 行 变换 与 初等 列 变换 统称 为 初等 变换 . 


行列 


在 $4 我 们 看 到 ,对 于 ”级 行列 起 ,有 
ау az Ain 
= a, Ai + a. А; ++ + a, A;, ? 
Cil 42 Ain А (1) 
А 1=1,2,:°, п 


а, а „2 `". а nn 
现在 就 来 研究 这 些 A; ,i,j =1,2,…,n ,究竟 是 什么 . 


A Da А-ге УМ 


*21 HI ,三 级 行 甸 了 式 可 以 通过 二 允 


| | а» а эз | | 
аз а 22 az | = ац | | -an | | 
| |Q3 43| |а3 аз | 
A31 аз Q33 
а а» 
+ а,» (2) 
|@з азә | 
与 此 相仿 A; 也 是 一 些 带 有 正 、 负 号 的 n -1 级 行列 式 . 为 了 说 明 
这 一 一 点 RS 了 | 入 ` 
定义 7 在 行列 式 
|. ee a.. _ | 
“11 “1; “1л 
| | 
а а Ain 
| ' | 
| йа a,, а nn | 


А, 


ч} 


中 划 去 元 六 Е = ; Ж! JJ K ñ ln — 12 ⁄ 3 00 
° ° ° ° я Aij 7! H ° 2 2 ° / “ И T3 А r ` и * 7 M Ам = ^ 
原来 的 排 法 构成 一 个 n - ! ITIR 
| | 
а\, й\,;-1 а1,;+1 Ain | 
G; 11 Ci-lj-l  Qi-1,j+1 O Qi-i,n 
| (3) 
| iria ° Qi+i, -1 ЧЧ ++ 0U Citl,n | 
| Ani `". GQ, ,-1 Qn,j+l1 A nn | 


称 为 元 素 的 余子 式 , 记 为 M, 
按 这 个 定义 ,(2) 可 以 改写 为 
lan ар а, | 


= au Mi anM i, + agM. 


ай аз 423 


аз ау аз; | 


下 面 就 来 证 明 


A, =(-1De5M (4) 
为 此 ,我 们 先 由 行列 式 的 和 定义 证 明 n 级 与 nn - 1 级 行列 式 的 
ГОРА Ж АХ, 
| а а 1 а, -1 а, | 
Q 21 а 22 аз, „-1 An 
а,-11 Cn-l2 ° Qa-1l,n-1 Qn-1,n 
| 0 0 0 i | 
| а з а 2 ау, .-1 | 
а зу а 22 Q2,n-1 
-| | (s) 
| i | 
а,-11 &@„-12› ` a 1 1 | 
事实 上 ,(5) 式 左 端 行列 式 的 展开 式 


` 


‘N 


Nelia Суј.) 
ДЕГЕ 


pe 
QN 


21, 42}, “eea 


n-1,J.-1 


a. 
n, 


24 ` Qiz 2,” a 1. i 
jj уп 
1” ¿ n-i 
BIA jij” j - 1 ZE 1,2, À ,7 一 1 的 排列 , 且 
(Fj n =r 7 
”NILv 2 Јп- 167 e у1 2 Јп- 17 
Yr#hxFEHH T (<N 
PA SL HL J VO). 
为 了 证 明 (4) ,在 (1) 中 令 
Qil 一 一 Qiji-1 一 0i1 一 二 Qi 一 Qi 
L 
即 得 
а а1,;-1 а}; й\,;+1 
Qi-1,1 Qi-1,j-1l Qi-i,;} Qi-1,j+l 
A,=| 0 0 1 0 
БИ °t 4@э+у\,,-у Qitl,; Qi+l,j+l 
| а, а, ;-1 d nj GQ, ;+1 
а е Q1,j;-1 а}; U1,j+1 
Li-1,1 Qi-1,j-1l Li-lj @;-1,;+1ї 
О Е 
= 4—4) а; +11 Qi+lj-1 Qitl,; Qi+l,s+l 
Anl An,j-1 d nj й»,у+1 
A A 4 A 
| 0 Ü 1 Ü 


@-\1\л ° Qi-1,j-1 Qi-1,j+1 `7 Qi-1,n Qi-1,y 


一 (一 1)“ і) +(п- j) A ... pe _, Д A. _ . Д еее 
\ 7 | FLI “%:т+1,у-1 wit+l,;+1 @+1,п ү 
| а „1 `" G, ;-1 Un,i+l ` а nn а,, | 
| 0 0 0 0 1 | 


= ( _ 1)2" Cit) M; — ( — 1)" M; ‚ 
这 里 ,第 一 步 是 依次 地 把 第 i 行 与 它 下 边 的 一 行 对 换 ,直到 把 它 换 
到 第 ”行为 止 ,这 样 一 共 换 了 n-i 次 , 因 之 行列 式 差 一 个 符号 
(— 1)" ;第 二 步 是 同样 地 把 第 ; 列 换 到 第 ” 列 ; 再 利用 (5$) 与 显 


2д- (1 і 
然 的 关系 (一 1)”“'?”=( 一 1) ORU). | 
кз +V 8 г. kz A fh Lh А» dde A, Z 4. 
AF206 LIH/IPKTIHJ A; ИЛЛА a, HJ TSA RTI. 
XE ,公式 (1) 就 是 说 ,行列 式 等 于 某 一 行 的 元 素 分 别 与 它们 
9 A AN X| Z / yU АС WU y | J Z 99 >N 1 | AN Z4 HI э ы из 


的 
RAR FARRA. 在 (1) 中 ,如 有 果 令 第 i íT 


于 是 


|an Ain 

akı Akn | $ i ÍT 
a, Ад +e + a, А,, 一 

É Akn | ` 

la a l 

| Gann | 


J Z 25 


6 代数 余子 式 的 乘积 之 和 为 夫 


| 

A 
ж 
村 
эй 
dr 
№ 
1 

| 
Е 
9 
3 


. 77 ° 


换 成 列 也 一 样 . 综 上 所 述 , 即 得 


тыз -/Ъ 
АЕ = ) 以 


| |as а 12 Ain 
|an а22 Aln | 
d = | |, 
| О] 
| Cnl U n2 Uan | 
А, 表示 元 素 а, 的 代数 余子 式 ， 出 下 列 公 趟 成 М.: 
d, ?4Ң®Ё=1, 
а Ад tas Ар + +а„А„= О ps (6) 
d， 当 /=)， 
аА}; + a, A,, + + а„А,, 一 " л уд; (7) 
` V = 607-7. 


用 连 加 号 简写 为 
dd,’ 当 k=i, — 7 
У! аА, = | 0 ` . > a A, _]4, 当 {=), 
s=1 9 9 Ж м, ¿+ / , = 
(0, 5/57. | 
在 n=3 时 ,公式 (6) 有 明显 的 几何 意义 .如 果 把 行列 式 的 行 
看 作 向 量 在 直角 坐标 系 下 的 坐标 , 即 设 
а = (an,ao, as), a, = (a ,ар,азз),аз = (ау,азу,аз), 
那么 
0, Хаз = (А,, ‚А, ‚„А,з). 
+ 
anAn +а Ар +а}Аз = а, (a, Xa), 
ал А +а» Ар +азАз = аз ‘(аз Хаз) =0, 
азу Ау, + а» А + аз Аз = аз (a, Хаз) = 0. 
在 计算 数字 行列 式 时 ,直接 应 用 展开 式 (6) 或 (7) 不 一 定 能 简 
хуз 因为 把 一 个 n 级 行 万 中 三 1-87 н FÇ n Ailn- OREA <= 


Гы YI IY 93 AO гуы) r TJ ZA HV TI >£ ЛХ тп 1 ÓN £ £ / =Z=AÜ` lJ У 一 AN 


的 计算 并 不 减少 计算 量 , 只 


ZN 
í aE ry АЧ ) 或 (7) 才 有 意 у АҢ >T үң Z< ZN лн 上 E. 
HI LANA JN AO JA N / | 一 TE 


重要 的 . 


= 
° / 6 ° 


5 3 —1 2 0 
4 ~y ^^ gZ A Ë 3 -1 2 | 
1 / 72 J ЎА С _ 2 3 1| 
0 -2 3 1 0|=(-1)*°2 
m . , .| 0 -4 -1 4| 
U 一 二 一 上 4 U 
| | O 2 3 5| 
Ko 2 з 5 0) 
—2 3 1| -2 3 1 
= —2.5|-4 -1 4|=-10|0 -7 2 
2 3 5 0 6 6 
| al 
一 Í 
=(—10)(—2 
(—10)( | ç 


=20( — 42- 12) = – 1080 
这 里 第 一 步 是 按 第 5 列 展开 ,然后 再 按 第 一 列 展开 ,这 样 就 归结 到 
一 个 三 级 行列 式 的 计算 . 


lal л 4 一 m — 
DJ а 41J Z9 +N 


| 1 1 1 1 | 
| а а; аз а, | 
2 2 2 2 
d = а, a, аз е a, (8) 
* 
n-1 п-1 п 1 п- 1 
141 а» as o An 


称 为 n оа В (Vandermondey4 了 列 式 .我 们 来 证 明 ,对 任意 
的 n(n 之 2),n 级 范 德 蒙 德 ТЗТ а,,а,,',а, іХ n 个 数 的 


所 有 可 能 的 差 a, – a, (Sj <і<п) ЯЕ. 


£h fa ЩА ДА 11-3 +h > 
АЛЧА) Nn ТЕА 纳 法 . 


当 n=2 hf, 


| P і 


1 1 
一 Q2 а, 


a, а, 
| 1 2 | 


结果 是 对 的 . 设 对 于 п -1 级 的 范 德 蒙 德行 列 式 结论 成 立 ， 现在 


79 ° 


E p P IEE 
H ILE —. HJ Тг /L/ ° 
A А ^— 
在 (8) 中 ,第 ” 行 减 去 第 -1 行 的 ca, wE n —- 1 TUR 2: SË 
-2 行 的 。 们 也 就 是 由 下 而 上 依次 地 从 每 一 行 减 示 它 上 一 行 
IJ ну а, 19. OS AYU ZE O HH L TIX UA АВ YN Н IJ X Z GL iJ 
的 а, f, t 
| 1 1 1 1 | 
1 1 1 1 
É a, Qı Ca 一 Cl a, а! 
“| ， a, = аа, аз – ааз а, = аза, | 
К п-1 __ п 2 п-1 __ n-2 n-1 _ n-2 
а, аа, аз а: аз а аза 
| | 
аа, a, qa, a, а 
a ауа» а ауа» a, aqa, 
n n-2 n 1 2 n —1 п-2 
a, '— aah аз '— ауаз a, аа, 
| 1 1 1 | 
| C2 аз а, | 
— 2 2 2 
= (а, -а,)(аз -а,)` (а, 7a) аз а, | 
n-—2 1 一 2 1 2 
|42 аз өөө a, 


后 面 这 行列 式 是 一 + n -1 级 的 范 德 莹 德行 列 式 ， 根据 归纳 法 假 
设 ， 它 等 于 所 方 可 能 类 a-a; (2 全 ji 过 nn) 的 乘积 ;而 包含 a, 的 


差 全 在 前 面 出 现 了 . 因 之 ,结论 对 n 级 范 德 蒙 德行 列 式 也 成 立 . 根 
据 数学 归纳 法 ,完成 了 证 明 . 1 


9 „ум ч X «рә A 


用 连 乘 号 ,这 个 结果 可 以 简写 为 


| 1 1 ... 1 | 
а, a, a, 
| 2 » | тт, _ ,. 
а, а› a, |= d (а; — Qi) 
. 1<;<i=<n 
| n — 1 а И 45 
| aa аз ам | 


а } а» , "° 


(9) 


a, 这 个 数 中 至 少 有 两 个 相等 ， 
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] 题 .在 这 里 只 考 


虑 方程 个 数 与 未 知 量 的 个 数 相等 的 情形 . 以 后 会 看 到 ,这 是 一 个 重 


一 
п 


УМ 


元 线性 方程 组 相仿 的 公式 . 
本 节 的 主要 结果 是 


— 
— 
— 


和 


二 元 


一 


“М.У 


ы 
е 


+ 


的 系数 矩阵 


~ 
сч 
“М.У 
— 
к к 
= N 
з 9 
N N 
ч N 
зов 
= д 
з Q 
II 
< 


A nn J 


a, 


Ка 


|А | 关 0， 


а = 


сеу 
© 


+ 1 4› d, 
Tı d s T2 d’ Zn q , (3) 
其 中 а, 是 把 矩阵 4 中 第 ; 列 换 成 方程 组 的 常数 项 bi, brb, 
所 成 的 年 阵 的 和 列 式 , 即 
| , 
а ау,,-1 Ür а ;+ Ain | 
C21 C2,)-1 b, а, j+1 An 
g | | | ,7=1,2,.…,n. (4) 


| а] “O Са„,;-\ b, G, j+ "а, | 

定理 中 包含 着 三 个 结论 :方程 组 有 解 ;2 7" 解 是 唯一 的 ;3" 解 由 
公式 (3) 给 出 .这 三 个 结论 是 有 联系 的 ,因此 证 明 的 步骤 是 : 

1.4 [1 2. .. 宁 RAJEH, ,验证 它 确 是 解 


бий [? =s w — "таль — — J 


y REE EN 它 的 解 必 由 公式 (3) 给 出 . 
在 下 面 的 证 明 中 ,为 了 写 起 来 简短 些 ,我 们 将 尽量 用 连 加 号 


= Th ja —1 ш = xL — + 20 1. > 


2 . 连 加 号 在 前 面 我 们 已 用 过 几 次 ， 这 样 的 符号 用 熟 了 AIRA JJ 
(8. 
ШЕН 1. 把 方程 组 (1) 简 写 为 
Sa,x,=6,,i=1,2,.…,n. (5) 
24 UJ 
首先 来 证 明 (3) 的 确 是 (1) 的 解 .把 (3) 代 和 第 对 个 方程 , 左 端 
为 
ÓN ` 24-1 а. (6) 
< ü qd ay < ў) 
因为 
d, = b,A;,; + b, A,, +bA,.= >》, b Aj, 
所 以 
1sAa d = Уа, SoA, 
d 2490 q < 2179 ә 


оо 
A 


1 рэ = ° db, = b,. 
这 与 第 i 个 方程 的 右 端 一 致 . 换 句 话说 ,把 (3) 代 入 方程 使 它们 同 


时 变 成 恒等式 ,因而 (3) 确 为 方程 组 (1) 的 解 . 
2. 设 (c,,c,,…,c,) 是 方程 组 (1) 的 一 个 解 ,于 是 有 п 个 恒 等 


ст `x w 1? ? ? нп / Næ Z | Lk N < J н 


У\ дус =b i=l, e,n. (7) 
;=1 | 


为 了 证 明 с, Kahit Ma k 列 元 素 的 代数 余子 式 
Дд А... ,用 它们 分 别 乘 (7) 中 ”个 恒等式 ,有 


< 全 1& 5 4%2 э” ULES Z AAS =ч 


n 


А < — L А - _ 4 
А,, 2 | а„с;= DA; ,1= 1, n, 


这 还 是 ”个 恒等式 .把 它们 加 起 来 , 即 得 
УА, Sae, = У Б.А. (8) 


等 式 右 端 等 于 在 行列 式 d 按 第 & 列 的 展开 式 中 把 ax 分 别 换 成 4， 


iH 它 等 于 把 行列 式 J 中 第 L ВИНА =É 1 
‚Ы = T JU 41 Z! а к J)ER JX O, 


об 
Сл 


也 就 是 


(9) 


因而 方程 组 最 多 有 一 组 解 . l 


定理 4 通常 称 为 克拉 默 法 则 . 


解 方 程 组 


例 


方程 组 的 系数 行列 式 


2 1 -5 tl 
1 -3 0 -6 
d= N > 4 ^ 27520, 
U РА — 1 2 
1 4 -7 6| 
因 之 可 以 应 用 克拉 默 法 则 .由 于 
| 8 1 -5 1| 
9 -3 0 -6 
d, = =81, 
-5 2 -1 2 
x 0 4 -7 6 
2 8 -5 1l 
1 9 0 -6 
d, = = — 108, 
о -5 -1 i 
1 0 -7 6 
2 1 8 1 
„_|1 73 9 -6 7 
аз = = 21, 
0 2 -5 2 
1 4 0 6l 
|2 1 -5 8 | 
1 -3 0 9 
d, = =27, 
0 2 -1 -5 
1 4 -7 0| 
折 以 方程 组 的 唯一 解 为 xi =3,zx,= —4,z,= -1,z,=1. 


讨论 的 只 是 系数 矩阵 的 行列 式 不 为 零 的 


X, , 4 

-m 2u > Ak, T уд LL —Ə—— Tn ¿rt —< — —--T r А 
JJ F £H , L, >< ВВ J IAT Л £H ; 至 于 方程 组 的 系数 行列 式 为 零 
的 情形 ,将 在 下 一 章 的 一 般 情 形 中 一 并 讨论 . 

常数 项 全 为 零 的 线性 方程 组 称 为 齐 次 线性 方程 组 .显然 , 齐 次 
线性 方程 组 总 是 有 解 的 ,因为 (0.0.… 0) — AGE т к p R 
TA I-L 7J “|. —<IL JN AZ к MT HJ xy N J NAV 5 УЛ! 29/7 

心 


外 还 有 没有 其 它 解 ,或 者 说 , 它 有 没有 非 零 解 .对 于 方程 个 数 与 未 
DERA AAR CG ff ЗА Н иш, GAA ЯР r. AJ J RAEN АЈ АХ 
知 量 个 数 相同 的 齐 次 线性 方程 组 ,应 用 克拉 默 法 则 就 有 


[ах tanzt +ау„х„=80, 
Jana + anar + t aya, =0, 
| 
[anzi tanz, += +a, х, = 0 
的 系数 矩阵 的 行列 式 |4 | 天 0, 那 么 它 只 有 零 解 . 换 句 话说 ,如 果 方 
程 组 (10) 有 非 零 解 ,那么 必 有 |4 =0. 
证 明 ”应 用 克拉 默 法 则 ,因为 行列 式 а, 中 有 一 列 为 零 ,所 以 
d, =0,7=1,2,.… 
这 就 是 说 , 它 的 唯一 的 解 是 
(d, а, d, \ 
| 
BJ kai 在 什么 条 件 下 ,方程 组 


(10) 


=(0,0,…,0). | 


有 非 零 解 . 
根据 定理 5, 如 果 方 程 组 有 非 零 解 ,那么 系数 行列 式 
[А 1l 
=42-1=0, 
ИЙ 


所 以 和 = +1. 不 难 验 证 , 当 A= +1 时 ,方程 组 确 有 非 零 解 . 


克拉 默 法 则 的 意义 主要 在 于 它 给 出 了 解 与 系数 的 明显 关系 ， 
这 一 点 在 以 后 许多 问题 的 讨论 中 是 重要 的 .但 是 用 克拉 默 法 则 进 


TM РӘ 9 a EN РӘ ° — Sr / ї-ф A Wb ф—^^ Р ` Q „ Y r 


行 计算 是 不 方便 的 ,因为 按 这 一 法 则 解 一 个 ”个 未 知 量 ”个 方程 


的 线性 方程 组 就 要 计算 n+1 个 n 级 行列 式 ,这 个 计算 量 是 很 大 


il 
H J-A 10. 740 Е 11 душ — rj JT ГЕ TA ⁄“ qq AQ кү FT =E, AG. 1 ИМ 


的 . 


Qo 
OV 


"88 拉 普 拉 斯 (Laplace) 定 理 . 行 列 式 的 
乘法 规则 
这 一 节 介 绍 行列 式 的 拉 普 拉 斯 定理 ,这 个 定理 可 以 看 成 是 行 
列 式 按 一 行 展 开 公 式 的 推广 . 
首先 我 们 把 余子 式 和 代数 余子 式 的 概念 加 以 推广 . 
定义 ? 在 一 个 п 22915 р PERHE k ÍF k 3) Ck < 


e К .ө ө өэ ө 
e.e Кө 9% з ө ө Е ò% 9 ө ө ө ө ө ө ө 0 ө © ө ө 


iaat “ТЕРИЛҮҮ 
R MFH k AFR м 的 余子 式 ， 

从 定义 立刻 看 出 , M 也 是 M 的 余子 式 . 所 以 M 和 M 可 以 称 
为 DD 的 一 对 互 余 的 子 式 . 


例 1 在 四 级 行列 式 


1 2 1 4| 
5210 -12 L 
|0 0 2 1 | 
o 01 3 
中 选 定 第 一 、 三 行 , 第 二 、 四 列 得 到 一 个 二 级 子 式 М: 
м=!? 4 
0 1 
M 的 余子 式 为 
la о! 
M= U 2 
0 1 
Ahl a Ar I ¿t Z— =l — 
01 2 Tt IL2X11]/ 7 IN 
É а, аз а ais | 
D= аз аз аљ а, а; 
la as a а 54 а. | 


. 89 。 


_ | аз аз 


| 05 CQ54 | 


是 一 对 互 余 的 子 式 . 
定义 10 RD Hk ATR M fE D 中 所 在 的 行列 指标 分 别 
Жайлоо j M M 的 余子 式 M 前 面 加 上 符号 
例如 ,上 述 例 1 中 M 的 代数 余子 式 是 
( __ 1) O+ M’ — M’, 


上 面 例 2 中 M 的 代数 余子 式 为 
(—1)° +2+4)+(2+3+5) М' = - M’. 
因为 M 与 M 位 于 行列 式 DD 中 不 同 的 行 和 不 同 的 列 , 所 以 我 


жир араты 
致 
ШЕ 我 们 首先 讨论 M 位 于 行列 式 DD 的 左上 方 的 情形 : 


а а 12 Ко Aik 1 ау, +1 но ai, | 
M 
а} а р ац ар +1 Akn 
D = | w 
арж HUE+t1,2 ”CR ‚| арі, +1 `". ар+1, п 
M’ 
| d nl а „2 °". d nk An,k+1 Ай а nn | 
НЕЕ RAT АН {ГР 


=(—1) "2700070 M = мг, 


ai, Qa G, 5 


其 中 jj,a,,…,a, 是 1,2,…,& 的 一 个 排列 ,所 以 这 一 项 前 面 所 
带 的 符号 为 (一 1)"1%2% М" “中 每 一 项 都 可 写作 


йк+1,в,,, дв+2, в, `` Дав 9 


Ж в eR ж Е+1,Е+2, п jJ— +` #E$I 


ге +1 ‚В, +2» ӯ Гл ^— 9 v т = / ч 7? 


M 中 前 面 所 带 的 符号 是 


( __ 1)''%®+1 EA. 2 PB," b) . 
这 二 项 的 乘积 是 


a a, аьара, в, ,I агр $ 


n 


( — 1) 2) + a -kB о В ~ В) | 
因为 每 个 В 比 每 个 a 都 大 ,所 以 上 述 符号 等 于 
( — 1) "01977,0 
因此 这 个 乘积 是 行列 式 D 中 的 一 项 而 且 符号 相 质 


— An = 1 设 子 式 AT у T 
иг I JX 19 JD. С IN ivi PL J 


— 
° 


б x ， 2 ... 2 
J 27 t] x 27 > ° L 


= 21 


行 ; 第 由,j,,… ,js 列 ,这 里 
i Ki, L'e irsi Ijal <g,. 
变动 D 中 行列 的 次 序 使 M 位 于 的 左上 和 角 . 为 此 , 先 把 第 i 
行 依次 与 第 一 1,i 一 2,…,2,1 行 对 换 . 这样 经 过 了 i 一 1 次 对 
换 而 将 第 ¿ 行 换 到 第 一 行 .再 将 i 行 依 次 与 第 i, 一 1,i, 一 2,…， 
2 行 对 换 而 换 到 第 二 行 ,一共 经 过 了 г, — 2 次 对 换 . 如 此 继续 进 


行 . 一 共 经 过 了 


19 = A. J 


(2—1) + (4-2) +: + (š, А) 


(7, -1) + (3-2) +. + (J, - k) 


=(jitjit tj) 0+t2+ +k) 


我 们 用 D. 表示 这 样 变换 后 所 得 的 新 行列 式 . 那 么 


N(i +i ++. +i )—(1+2+-- +h)+(;j +j. +++) )-(1+42+t +) үү 
k "i #2 И: L) 


D, =(-1)'"u 3 
二 (DD 

由 此 看 出 ,D, 和 DD 的 展开 式 中 出 现 的 项 是 一 样 的 ,只 是 每 一 项 都 
差 符号 ( — 1) TRA T 

现在 M 位 于 DD, 的 左上 角 ,所 以 M : M' 中 每 一 项 都 是 D, 中 
的 一 项 而 且 符 号 一 致 .但 是 

M:A=(-1)1 A M: M. 

所 以 MA 中 每 一 项 都 与 D 中 一 项 相等 而 且 符 号 一 致 . | | 

定理 6( 拉 普 拉 斯 定理 ) RETIR р 中 任意 取 定 了 k < 
(<и аз, Etiam реН 


е е - е е е 2 е е е е 位 е е 


so 设 D 中 取 定 上 行 后 得 到 的 子 式 为 M ,M, ,: ,AM 


IAN Na ` 17n 13 JHJ J AN . ZJ 1YZ1] y 1Y212 у 9 


们 的 代数 余子 式 分 别 为 A , A,,… A, ,定理 要 求证 明 
D=M,A, + M,A, ++ M,A,. 


Hi На пін лил rh £ .Tmn = EL r, rh _ . Tr Н -EL + mi 
Ич J| 28 VA; "Толу УА Нр ХЕ 17 T пу EL jS 2 TH IJ. HH н. 
Ж 


的 项 数 ,首先 来 求 出 ， 根据 子 式 的 取 法 知道 


в п! 
t= С, = т (л ут: 
因为 М, 中 共有 ki 项 ,A, 中 共有 (n 一 &)1 项 .所 以 右边 共有 


¿e Ll aln — LANI 一 1 
ігі ПТ)! п! 


例 3 在 行列 式 

1 2 1 4 

_|0 -1 2 1 

D= 1 013 

0 l 3 1 | 

中 取 定 第 一 、 二 行 .得 到 六 个 子 式 : 

1 lo -1l 2 n 2|? 3 lo 1”? 
| 21|,,_|24| _|1 4 
va |a 2 з | -1 1 в о 1 | 


它们 对 应 的 代数 余子 式 为 

А, == ( 一 1)9*2+0*2) М, — М! , A, = ( _ 1012+0+5 M; — _ М, l 
`А„=(— 1y+2+(1+4) М. = M... А, =(— 1)9*2+02+9) М. = М. 
A; = ( 一 1) 2+@+% M — _ М, | А, — ( _ 1)2*2+*8*0 М, — М, | 


根据 拉 普 拉 斯 定理 


D=M,A,+M,A,+.…+M,A, 
1 2| 1 3 _|1 1| |0 3| 
0-1} {3 1f 0 21 111 
|1 4||0 1| | 2 1||1 3| 
+ + 
о 1111 3| |-1 2|/0 1 


| 

| 

| 2 4| |1 1| 11 411 O| 
а al lo з io 
=(-1)х(-8) -2х(-3) +1х(-1)+5х1-6 
х3+(-7) х1 

=8+6-1+5-18-7= – 7. 


а an Ain 
D, = a21 ta a>, 
| ni am а nn | 
和 
| bu bi bin 
р, = Pa и ban 
bm bn ь,, 


的 乘积 等 于 一 个 ”级 行列 式 


Сур С ”Cn 


Ca C22 Con 
C 一 ° ° ° ? 
| Сл] С „2 Can 


其 中 р 的 第 i GERAIS D, 的 第 列 的 对 应 元 素 乘积 
之 和 : 

сь = ab tab, + -- + anba- 
证 明 作 一 个 22 级 行列 式 


aii а 12 е а, 


А 0 | 
aaa а» °” a, 0 0 … 0 


d al @„2 A nn 0 0 0 
D= 
| т 1 0 0 bi р,» b, | 
| 0 -i 0 b, bn 02, 
| ° 
| 


N 
+. 


上 角 那 个 级 子 式 外 ,其 余 的 ”级 子 式 都 等 于 零 . 所 以 
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С\ 

Q 

II 
g g к 
kami N ч 
O = “© 
N N N 
— N £ 
© x= “© 
= A = 
“© є “© 
ч = g£ 
— N x 
З з З 
N N N 
— N ЕУ 
9 9 9 
до r 
9 9 9 
II 
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有 


h. 


= 


.将 第 n+1 行 的 a, f, 


,第 2n 行 的 ai, 倍加 到 第 一 


+ 


C.X} D EMEI 


Е” = 


i 


现在 来 
第 2+2 行 的 ap 倍 ,… 


得 


3 


T 


和 


一 


“ © 
Š © 
Q 
Eo © 
z © © 
С є 
> б g 
a Q 
> ç S 
> ° r 
Š S 
|| 
Q 


© 


,第 2n 行 的 am 倍加 到 第 & 行 ,就 得 


Ж, 


ee онна 


= z z R = = 
一 4 єз = — N Е 
° Q о O 5 “© 
N N N N N N 
= N z ham N = 
O Q Q “© “© “© 
= a = = a т 
° ° Q = + ~ 
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о OO O O © | 
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о © о © | о 
=ч 
о © (a) | о аә) 
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PA AITZA RY BS Жашил Ж ы H5 on AAIE , ЕЧ ЕҢ Ty. 
r 
普 拉 斯 定理 
| : | 
Сү, C12 Cin 
|21 С 22 629 | 
Р = 
| Са] Cn2 Can l 
-1 0 0 | 
(= 1) 27 тн) 0 -1 И Ыз 
| 0 0 -1| 


定理 得 证 . | 
上 述 定理 也 称 为 行列 式 的 乘法 定理 . 它 的 意义 到 第 四 章 》3 
中 就 完全 清楚 了 . 


1. 决定 以 下 9 级 排列 的 逆序 数 , 从 而 决定 它们 的 奇偶 性 : 
1) 134782695; 
2) 217986354; 
3) 987654321. 
. 选择 i 与 & 使 
1) 1274i56k9 W HEZI ; 
2) 1i25k4897 成 奇 排列 . 
3. 写 出 把 排列 12435 变 成 排列 25341 的 那些 对 换 . 
4. 决定 排列 n(n 一 1)…21 的 逆序 数 ,并 讨论 它 的 奇偶 性 . 
5. 如 果 排 列 х, z:…zv-iz 的 逆序 数 为 ,排列 z z,- ez 的 逆序 


ater кез A È = 


6. # 6 级 行列 式 中 s @93@з1@4›@56@\4@6 50320430140851 A66 A25 这 两 项 应 带 


-t LL A га. ， 
НТ ДАТУУ! 
7. 


写 出 4 级 行列 式 中 所 有 带 有 负 号 并 且 包 含 因 子 az 的 项 . 


t2 


© © 
© о 
ав) = 
со O о © © х 
с O m~ © O © 
© N о © 
=ч 
| © 
入 
=ч 
© o | © 
© R N 
~ 
cr 


d4 as 


аз 


аз 


а, 


iz 


11. 
12. 


9. 由 行列 式 定义 证 明 : 
中 x” 与 x 的 系数 ,并 说 明理 由 . 


13. 计算 下 面 的 行列 式 
246 427 327 х 
1) и 543 |. 2) y 
—342 721 621 х + у 
з1 1 1 1 2 3 4 
,、|1 3 1 1 2 3 41 
ә) Н 4 
Е 1 3 1 3 4 1 2 
|1 1 1 3| |41 2 3 
|1+z 1 1 1 | 
| 1 i-z 1 1 | 
5) ; 
1 1 1+ у 1 
| 1 1 1 1-y| 
|a? (a+1) (a+2} (a+3) | 
b (b+1) (b+2) (6+3)? 
6) 
c (c+1) (c+2) (c+3) 
а (4+1)? (d+2) (4+3)? 
14. 证 明 
| btc cta а+ б | | 
р, + с, с +a, а, + Ё; =2 |а 
|62 fc. cta, аз +6, | |a 


15. 算出 下 列 行列 式 的 全 部 代数 余子 式 : 


- 98 


,其 中 a,,a, 


,a,-1 是 互 不 相 


1) 由 行列 式 定义 ,说 明 P(xz) 是 一 个 (n -1) 次 多 项 式 ; 
2) 由 行列 式 性 质 , 求 P(xz) 的 根 . 


zty| 

T , 
y 
| 
б с | 
б, Ci 
L 一 
O> С) | 


一 4 一 m Ja = |е a зы з o 
— 
md N | © =» — 一 | © єє) 
| 
=ч |с "j =ч =ч 


“ч N ев) сч =ч +=ч 


— l° =ч 
| 一 N c — N 
+ Калы 
N ч 
ч QQ — ¿um 
- = N = N cn 
c | 
— | му “一 
CN =ч му =“ с» 
чоч єс! с 一 © бо с 一 
чоч с © оччо с 
= N ~ ч | 
+ (шалы 
=ч c 


计算 下 列 ”级 行列 式 : 


1) 


17. 


| 
© 
З 
— 7 ~ 
М wl 
Ы 1 
: N к 
їг о о : _ _ Ё К 
.. А 
9 зЗ © з + 
— ç : 
& _ Š š 
н Ñ | | с) © T a + 
H š — TT о © o 8 | 8 
С =" с о З 
N N + 
су о N > © | 
ў ч | 、 © о W ` 
8 | 8 -o з 
j ` š 一 © © BR 
| =ч з © 1 
Ë N N _ _ [ 
| 3 = =ч I 
š =ч =ч © . [м] С, 
T 一 N SS í 
сэ > 
со 


< 
=ч 


R 
+ 
W 

2 
© 
© 
© 
Ф 


ар 
1 a+ ав 0 0 
а" В“! 
3) 0 1 а + В 0 0 = = 
x ар б 
| 0 0 0 1 at+p| 
| соз a 1 0 0 0 | 
| 1 2cos а 1 0 | 
4) | 0 1 2соз a 0 0 | = cos na; 
x 0 0 0 1 2cos a 
l+a, 1 1 1 1 
1 1+a， 1 1 1 
5) | 1 1 1+а, 1 1 x 
| 1 1 1 1 1+а, | 
= ауа, а. (1+ У 21) 
\ ї = 1 а; J 
19. 用 克拉 默 法 则 解 下 列 线 性 方程 组 : 
2), — =; t3z, +2х„=6, xı +2=x +Зхз - 2х4 =6, 
у 3х, ~ 3х, + 3хз +25, = 5, 2X1 ~ х, 2x, ~ Зх, = 8, 
3zl — =<; — z; +25, = 3, 3zli+2z — хз +2=z, =4, 
(35, — х, +353 -— z, = 4; (2x; 3х, +203 + z+, = — 8; 
r, +20, - 253 +4xz, - х5 = -1, 5х, +б6х, = 1, 
22-х, +Эхз- 4х, +2х5 = 8, xı + 5х, +6+, = 0, 
3) | r tore es 5a, Kaki 2 +5z,+6x, = 0, 
Ay з tAr, 二 2r 十 2>> = з 十 3 工 +6x. = 0 
ү! ы? 2 TL3 ' <. 4 id 4-4, 5 —2, |° JAg xs Vs 
(xri = z; — 23 +25, -3rs= -3; E7 +5r,;=l. 
20. В al ,az ，…，a， 是 数 域 P 中 互 不 相同 的 数 ,5 ,6,,… b, JR. $k P 


+ г 


b;,1=1,2,.…,n. 


f(a,) 


as tajt+a, t tat’. 


h = 


t=15C ,40C 时 水 银 密 度 ( 准 确 到 小 数 两 位 )， 


` 


1. 求 


In 


>， 是 对 所 及 级 排列 求 和 . 
2. 证 明 : 


. — 
јуу 


这 里 


ain (t) 


an(t) ap(t) 


am (2) 


(t) 


d 
dt” 


а, (2) 


其 中 A; 是 а;, 的 代数 余子 式 ; 
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第 二 章 线性 方程 组 


а 2 тарх) T° T ау„т„= 013 
ай 21 tan T +‘ +а,, х, = 6,, 


КИ Hagati + +а,„х, = Б, 
的 方程 组 ,其 中 zi ,xz,,… AEn 个 未 知 量 ,s 是 方程 的 个 数 ， 
aj (i 二 1,2,…,s,j 三 1,2,…,n) 称 为 方程 组 的 系数 ,b(j = 


s) 称 为 常数 项 .方程 组 中 未 知 量 的 个 数 ”与 方程 的 个 数 * 不 一 定 
相等 .系数 a, 的 第 一 个 指标 i 表示 它 在 第 i 个 方程 ,第 二 个 指标 j 


° яу УМ“! ну Iv JA 14° # kL 9 Z$ — ян I> 


表示 ЕЖ x, 的 系数 . 
所 谓 方程 组 (1) 的 一 个 解 就 是 指 由 лп А, kst sk, 组 成 


= .. LY эм „. ao aa AWAL .. L 
AJITA kiskis’ Rajo —+ Tis Xo, 2 АНЕ, А," Кун 


代入 后 ,(1) 中 每 个 等 式 都 变 成 恒等式 .方程 组 (1) 的 解 的 全 体 称 为 


Bs f P. дета АА. 


它 的 解 集合 . 解 方程 组 实际 上 就 是 找 出 它 全 部 的 解 ,或 者 说 , 求 出 
它 的 解 集合 .如 果 两 个 方程 组 有 相同 的 解 集合 ,它们 就 称 为 同 解 


显然 Wl! E Алу r” _ ААБ FEL + ZE ZR AN Z жг Е E 
УЙ. > XH Z АНДЕ J | z. 7] ХА ЛН пу 


那么 
这 个 线性 方程 组 就 基本 上 确定 了 .确切 地 说 ,线性 方程 组 (1) 可 以 


Er? eb e 
JN ` Bi H:J AE РЕ 


Ў 
{$ 
Н 
3 
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а ар ` aj, b, (2) 


(а ao ` An b.) 
来 表示 .实际 上 ,有 了 (2) 之 后 ,除去 代表 未 知 量 的 文字 外 ,线性 方 


` °” s — 5 „ч 5 


程 组 (1) 就 确定 了 ,而 采用 什么 文字 来 代表 未 知 量 当 然 不 是 实质 性 


的 .在 中 学 所 学 代数 里 我 们 学 过 用 加 减 消 元 法 和 代入 消 元 法 解 二 


чул ENAA DI JN II TIT AL) I HH YANIN ZUIA IRINA NIN ZGA NT 一 一 


元 三 元 线性 方程 组 .实际 上 ,这 个 方法 比 用 行列 式 解 方程 组 更 具 

有 普遍 性 .下 面 就 来 介绍 如 何 用 一 般 消 元 法 解 一 般 线性 方程 组 . 
先 看 一 个 例子 . 
例如 , 解 方程 组 


Жї — А. 0 Ва EP + X8& А. <o El ñ 7 жа ур + А. 0-4 
A — | JJ ЛЕЙ A ЯУ | /УУТЕНУ 2 |н, J ТЕЙ A ЯУ | JJ TE’, 
就 变 成 

ЄС m 

| 22 т Ta + дт» 一 1, 


| 2x, — х,= 4. 
第 二 个 方程 减 去 第 三 个 方程 的 2 倍 ,把 第 二 第 三 两 个 方程 的 次 序 
互 换 , 即 得 

| 2z, — х, +3z3= 1, 
205 — хз = 4, 


x 们 就 容易 求 出 方程 组 的 解 为 (9, -1,- 6). 
分 析 一 下 消 元 法 ,不 难看 出 , 它 实 际 上 是 反复 地 对 方程 组 进行 
变换 ,而 所 作 的 变换 也 只 是 由 以 下 三 种 基本 的 变换 所 构成 


1. 用 一 非 零 的 数 乘 某 一 方程 ; 


. їп  。 
AUO > 


3. 互 换 两 个 方程 的 位 置 . 


wE Шш 
于 ХЕ ,ЗҸИЈ2А Ц: 


定义 1 变换 1,2,3 称 为 线性 方程 组 的 初等 变换 . 


消 元 的 过 程 就 是 反复 施行 初等 变换 的 过 程 . 下 面 证 明 ， 初等 变 
换 总 是 把 方程 组 变 成 同 解 的 方程 组 .我 们 只 对 第 二 种 初等 变换 来 
证 明 


kas; +арх + Tax, = 61, 


= 4 


ай Zy таљ La T *** T Q>, X, 一 02， (1) 
а 2 taati t +а,х, = b, 
行 第 二 种 初等 变换 .为 简便 起 见 ,不 妨 设 把 第 二 个 方程 的 有 Í 
加 到 第 一 个 方程 得 到 新 方程 组 


r í L 了 Ñ L í L 了 YA —+ „ы. л í, L 了 Y — 1 ц L 
| “Фп T KC21 0) Тау T Ran Ј 2) T T Ain T Rån) 2, — Оу ТКО) › 


(2) 


| ар 2 +арх +‘ +а,,х, = 6,, 


аах taga + +а„х, = 6,. 
现在 设 (ci ,c,,…,c, ) 是 (1) 的 任 一 解 . 因 (1) 与 (2) 的 后 s 一 1 
个 方程 是 一 样 的 ,所 以 (ci ,cs,,…,c,) 满 足 (2) 的 后 s 一 1 个 方程 . 
又 (ci ,cs，,…,c;) 满 足 (1) 的 前 两 个 方程 


STK tanc + + а,„с„ = bi, 
2101 7 42627 7 саш, 02. 
Hm / А rttr `+ J р пә 


需 (ci ,cs,，,…,c; ) 叉 满足 (2) 的 第 一 个 方程 ,因而 是 (2) 的 解 .类 似 
инт ГО 368 IT — mh Вул уда Ууз НН Үү ( 1 Y Ez оу а 
АН Н) Hr (¿2 ) HJ i — WF Ш А V 1 ) ВУЛЕ. Д5 SU ЫШ Ју Xi) —j 021 ХЕ 18) 


对 另外 两 种 初等 变换 ,证 明 由 读者 去 做 

下 面 我 们 来 说 明 , 如何 利用 初等 变换 来 解 一 般 的 线性 方程 
ZH 
ba . 

对 于 方程 组 (1), 首先 检查 Tı 的 系数 . 如 果 XI 的 系数 C11， 
а», 4 全 为 零 ,那么 方程 组 (1) 对 z, 没有 任何 限制 ,z， 就 可 
以 取 任 意 值 ,而 方程 组 (1) 可 以 看 作 x,,… ,x 的 方程 组 来 解 .如 


R zi 的 系数 不 全 为 零 , 那 么 利用 初等 变换 3, 可 以 设 ci 天 0. 利 用 
初等 变换 2, 分 别 地 把 第 一 个 方程 的 -一 倍加 到 第 i 个 方程 (i = 


5 ... ү ж нэа ¿H / 1 Y2D 2: BP 
4› ‚ӊэ/. J ÆJI T= H N 1 J 3⁄LU 54 JX 
| аул, + a, x, + + ау, х, = bi, 
| а x, + + а, 一 b; , 
(3) 
| ax, +, +a, = b 
其 中 
4 а; . . 
G; а, T- *%а1;, 1=2,...,5,у=2, Nn. 
а у 
这 样 , 解 方程 组 (1) 的 问题 就 归结 为 解 方程 组 
[aZ + + аз,х, 一 b; , 
(4) 
(4255 + + а„х„ = b; 


的 问题 .显然 ,(4) 的 一 个 解 , 代 入 (3) 的 第 一 个 方程 就 定 出 zi 的 


值 ,这 就 得 出 (3) 的 一 个 解 ;而 (3) 的 解 显然 都 是 (4) 的 解 .这 就 是 
说 ,方程 组 (3) 有 解 的 充分 必要 条 件 为 方程 组 (4) 有 和解 ,而 (3) 与 (1) 


是 同 解 的 , 因 之 ,方程 组 (1) 有 解 的 充分 必要 条 件 为 方程 组 (4) 有 
人 


对 (4) 再 按 上 面 的 考虑 进行 变换 ,并 且 这 样 一 步 步 作 下 去 ,最 


NO 


° IUO ° 


后 就 得 到 一 个 阶梯 形 方程 组 .为 了 讨论 起 来 方便 ,不 妨 设 所 得 的 方 
程 组 为 
(суху T срж T t + сүл, + + суух, = d}; 
| C22 Ж) + + с;„х, + + + c,,Z, = d, 
| = 4, (5) 
0 = 0, 
0=0 


— 


其 中 6c 关 0,i=1,2,… 


, .方程 组 (5) 中 的 “0=0” 这 样 一 些 恒 


等 式 可 能 不 出 现 ,也 可 能 出 现 ,这 时 去 掉 它 们 也 不 影响 (5) 的 解 .而 


且 (1) 与 (5) 是 同 解 的 . 


如 (5) 中 有 方程 0= d,+1 ,而 d ,1 天 0. 这 时 不 管 之 1 9 


‚х, Н 


什么 值 都 不 能 使 它 成 为 等 式 . 故 (5) 无 解 ,因而 (1) 无 解 . 
当 qd 是 零 或 (5) 中 根本 没有 “0=0 "的 方程 时 ,分 两 种 情况 : 


1) r=n. 这 时 阶梯 形 方程 组 为 


[cu Жү + ci + ° + Сү, dı, 
са) + * + Col, = d3, 
(6) 
i Сап" 一 d, , 
其 中 c,, 关 0,i=1,2,…,n. 由 最 后 一 个 方程 开始 , x, z, 1 6 5 Z, 
fe ÈD ST MOZ A hk nA 地 决定 了 А У ‚Еп 一 -IAA 1н х НӘ 
的 值 就 可 LAIT | JEFE J UX АЕ J IAI IB JPL  , JJ FE#ZH NO 7 , Z 也 就 是 


方程 组 (1) 有 唯一 АЈ. 
' 例 1 


Lt 


上 面 讨 论 过 的 方程 组 ， 


ж 
q 
+ 
2 
S 
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сл 
x 
w 
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+. 


2х} 一 T> + 3х; = 1, 
< 22 — х,= 4, 
| 之 3 一 一 6 
把 zs = -6 代 人 第 二 个 方程 ,得 
х, = —1. 
再 把 Хз 一 —б,л,» = — 1 代 人 第 一 个 方程 , 即 得 
Z1 三 9. 
这 就 是 说 ,上 述 方程 组 有 唯一 的 解 (9, 一 1, 一 6). 
2) r<n. 这 时 阶梯 形 方程 组 为 
feor, teuor, tee tre or + с > +... 4+ с >= = 
u C12 T2 ` С Сү, T Ci,r+1%,+1 Cin, C1， 
C22 X + + c,,%, + C2,r+1 Zrel 十 + с.х, = d,, 
| еее 
| C, +, + Cr,rt+l Ertl + s 十 Crnn 一 d,, 


其 中 c; 关 0,i=1,2,…,r. 把 它 改 写成 
| Cn Zi + срж) + + Cit, = d, Ср — 7° — CinTn, 


C22 T2 + + + C; X, 一 d, = C2,r+1 ©,+1 = t — Cnn» 


сох, = d = C, „ух. 0 c, =. . 

\ rr r r rriti rii rn" п 
(7) 

„Шаг ZT A онд wD nk her ... 
H HU 20,1024 Е, +1, 2, £H ІН, У РЕ HB АЕ Ц 1› T29 ‚+, 
的 值 ,也 就 是 定 出 方程 组 (7) 的 一 个 解 .一般 地 ,由 (7) 我 们 可 以 把 


也 就 f 7) 
T, Zi, £, 通过 х,у, ,Xx 表示 出 来 ,这 样 一 组 表达 式 称 为 


(9) 


ME 


[А 


a 


xz, + 4х: = – 1. 
хз= – 2. 


组 为 阶梯 形 方 


从 这 个 例子 看 出 ,一 般 线性 方程 组 化 成 阶梯 形 , 不 一 定 


首先 用 初等 变换 化 线性 方程 


再 施行 一 次 初等 变换 ,得 
чт > “гу — 0”( 如 果 出 
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SAN V U N AH 


个 等 式 是 零 等 于 一 非 零 的 


REE kn EL д. T ¿ suey H En а 名 人 人 
J 个 HUJ | ЯА, 那么 方程 组 就 有 无 穷 多 个 解 . 


k + ах, + + aif, = 
Jaat + а»х; + + az,£, = 0, 
ИЯ + а; 22 ++ а, 一 0 


中 ,如 果 s< ,那么 它 必 有 非 零 解 
证 明 显然 ,方程 组 在 化 成 阶梯 形 方程 组 之 后 ,方程 的 个 数 不 
会 超过 原 方程 组 中 方程 的 个 数 , 即 
r<s<n. 
H r<n 得 知 , 它 的 解 不 是 唯一 的 ,因而 必 有 非 零 解 .1 
№ ВЕ 


|a а» °” а, 02 


ау ар ` а, b: | 
) 


(а, a, Ан A sn 


称 为 线性 方程 组 (1) 的 增 广 抢 阵 .显然 ,用 初等 变换 化 方程 组 (1) 成 


59 wv + а ж + 


ИВЕ ЖН АУН 947 3 ИН Е РЕ (10) 2 r P6 3 E РЕ. 因 
此 , 解 线性 方程 组 的 第 一 步 工作 可 以 通过 和 矩阵 来 进行 ,而 从 化 成 的 


阶梯 形 矩阵 就 可 以 判别 方程 组 有 解 还 是 无 解 ,在 有 解 的 情形 , 回 到 
阶梯 形 方程 组 去 解 
例 解 . 
| 2х{ = х, +3<x;= 1, 
| 4x, — 2х, + 5+,= 4 
[| 22, — х, + 4х; = 0 


对 它 的 增 广 和 矩阵 作 初 等 行 变换 ， 
2 -1 3 L f – 1 3 | 
4 -2 5 4 一 -0 0 -1 2 
2 140) b o 1-1 
(> — 1 2 1 1 
4 1 ә 1 
7 |0 0 -1 2 
(0 0 0 1) 
从 最 后 一 行 (00 0 1) 可 以 看 出 原 方程 组 无 解 


1 JA І 1 i 

是 一 _ 个 最 有 效 和 最 基 I 方法 .但 
зә н б wi XW x 
ле К Z= Ti 人 Л > A. TT s fH СТД AYVU Z ` 


组 成 阶梯 形 ， МТЖ IAR 的 个 数 是 否 唯一 决定 的 呢 ,这 个 问题 也 


有 时 候 需 要 直接 从 原 方程 组 
ЕН 


Y 同时 用 消 开 小 化 方程 
j JBJ JH IR ОТД rO J ТЕ 


| 22у 一 +4х,=-—-1 


一 -= Pi РР a 一 全 -< -Pr Му AA — А _\_. 8-7 ` Y. Аму 


中 ,第 一 个 方程 的 3 倍 减 去 第 二 个 方程 就 等 于 第 三 个 方程 ,这 就 是 
说 ,第 三 个 方程 可 以 去 掉 而 不 影响 方程 组 的 解 .在 那里 用 初等 变换 


得 到 的 阶梯 形 方程 组 中 只 含有 两 个 方程 正 是 反映 了 这 个 情况 .可 
以 认为 ,初等 变换 是 揭露 方程 之 间 的 关系 的 一 种 方法 .因此 ,为 了 


A 17) J —< AG. TY EH 702 азыу HJ г Jx H J TI JI 14м, КА P р /YY 4 


直接 从 原来 的 线性 方程 组 来 讨论 它 解 的 情况 ,我 们 有 必要 来 研究 


Э — гт ñ > = 
ZJ ЛЕ «ЛӘ HJ 人 个 ， 


一 个 n 元 方程 


=a 
x 
U) 


A, т. + лп +, + п 
aG; Ti а T2 < 


可 以 用 n +1 元 有 序数 组 


( 一 7 sss 
Vd 6 CC2， ? 


a, 
来 代表 ,所 谓 方程 之 闻 的 关系 实际 上 就 是 代表 它们 的 n+1 元 有 
序数 组 之 间 的 关系 .因此 ,我 们 先 来 讨论 多 元 有 序数 组 
应 该 指出 ,多 元 有 序数 组 不 只 是 可 以 代表 线性 方程 ,而 且 还 与 
其 它 方面 有 极其 广泛 的 联系 .在 解析 几何 中 我 们 已 经 看 到 ,有 些 事 
物 的 性 质 不 能 用 一 个 数 来 刻画 .例如 ,为 了 刻画 一 点 在 平面 上 的 位 


置 需要 两 个 数 ,一 点 在 空间 中 的 位 置 需要 三 个 数 ,也 就 是 要 


Тап АА L= 又 如 力学 中 的 力 、 速度 їп zh НЕЛЕ h FPE 们 既 有 大 小 ， 
ll J HJ ETD. А XH ZJ ET HJ 2J x PR JX x JJH E Зр, HH J” BEIMAAN 


Ха Л li] ,用 一 个 数 也 不 能 刻画 它们 ,在 取 定 坐标 系 之 后 ， 它们 可 


J FE — 4< #fr si Zl ii H fer ch ra Et hh jr T EL тә IN hh hh nh АН Н. 
A Jd ZETAN 2010]. 几何 中 同 量 的 概念 正 是 它们 的 抽象 . 但 是 ， 还 


有 不 少 东 西 用 三 个 数 来 刻画 是 不 够 的 ,如 一 个 n 元 方程 组 的 解 是 


fh Nt. —)— T0 20 Lh an Et XA. dir He /\ XX E 


H n 个 数组 成 ,而 这 n 个 数 作 为 方程 组 的 解 是 一 个 整体 ,分 开 来 
谈 是 没有 意义 的 .在 几何 上 这 样 的 例子 也 是 不 少 的 .为 了 刻画 一 个 


~ — ба» > + А 


P <“ 
ы 


( — AA Wr М рг 


球 的 大 小 和 位 置 Е NIB E PLE (= О) И K ENE, 
也 就 是 说 , 球 的 大 小 和 位 置 需要 4 个 数 来 刻画 . 至 于 一 个 刚体 的 位 


` 
ЧУ Ы ла AIT mY Z ` g M Ei m I mY j— 


置 的 确定 就 需要 6 个 数 了 .事实 上 ,如 果 我 们 在 刚体 中 取 定 一 个 
以 及 过 这 一 点 的 一 根 轴 .那么 刚体 的 位 置 就 决定 于 这 一 点 的 坐标 


EN ыл. уу Ну TA TH у HP rj HJ -EL ДУЦ LUN уу HY E И 


(三 个 数 ) , 轴 的 方向 (两 个 数 一 一 它 的 方向 余弦 中 的 两 个 ) ,以 及 刚 


IÆ 238 у HA hh EE zh ñ £h НЕГ. An ЖЬ Y 在 国民 经 济 的 问题 中 我 们 也 全 
К 270 IA TC ТШ T Y HJ JH БЕ XN | %X ). 4 EPS IN Z= OTT HJ 525 T ‚ТА ii J UD = 


磁 到 这 种 情况 .譬如 一 个 工厂 生产 好 几 种 产品 ,那么 为 了 说 明 这 个 


工厂 的 产量 ,就 需要 同时 指出 每 种 产 又 如 一 个 工厂 的 原 
-L ) 的 产量 ,就 需要 同时 指出 每 种 产品 的 产量 ; Ан L) 的 原 


料 是 来 自 好 多 地 方 ,于 是 一 个 原料 的 采购 计划 就 需要 同时 指出 从 


TV рр nt. hbe 12 м. E3. “2 LM 2. rt -7 = Y г пи Y £ I xt. — 


每 个 原料 产地 的 采购 量 . 总 之 ,这 样 的 例子 是 举 不 胜 举 的 ,作为 它 


ТТТ 


(а; ,а,,'`,а,), (1) 


几何 上 的 向 量 可 以 认为 是 它 的 特殊 情形 , 即 n=2,3 且 P 为 


д Ж ЫР ah КЕН Z= „әл m+ 维 向 量 就 没有 吉 观 的 几何 意义 了 
实数 域 的 情形 . IE H ләнү, Tl 610) E L X< H EL AG HJ 7 IH А А Ј . 


我 们 所 以 仍然 称 它 为 向 量 


£ Nf. L+. vk, = | 


作为 特殊 情形 , 另 一 方面 1 
质 


以 后 我 们 用 小 写 希 腊 字 母 a,BßB,Y, KRKE 
定义 3 WẸ x Е 
г (л > . > )\ R—( L h \ 
^ “1 9 И? 5, зир / F U1 3U23 °” U, / 
的 对 应 分 量 都 相等 ,有 
n (i=1,2,.…,n), 


` 2 — — — ГА 


= ( L > +L \ 
арт (UJG ' U23 чр ' U, J) 
称 为 向 量 
«=(а,,а,», ,а,),В= (6b,,b,, ‚ф„) 
的 和 , 记 为 
° ° ° ° у = + В 
і w ' P 
由 定义 立即 推出 
> IK FF G р=рта. V z 
结合 和 «+(В+у)=(в«+Ң)+у. (3) 
— A e У ЕЗ. A. У, E hh гіч EL 
定义 5 VERENE A 
(0,0,0) 
Theol. ZER обы ШШ — мМ. na eo E / N бА. М. ,—, Es — 
称 ыа 0; Ж(—а,,—а,,,— a, )Ë8R2J aj Щщ а = 
(ai, a, ` na ) 的 负 向 量 , 记 为 -@&. 


显然 ,对 于 所有 的 x ,都 有 


r+ Et. hr >+ hh m 26. E + == +I Н 
量 加 法 的 H Ж 7 1 F JQ T+: - 


是 
利用 负 向 量 ,我 们 可 以 定义 向 量 的 减法 . 


X7 设 & 为 数 域 P 中 的 数 ,向 量 
(Аа, ,ka,,.., ka, ) 
PRA ni E: «=(ау,а,, а.) 5% 的 数量 乘积 , 记 为 ka. 
由 定义 立即 推出 
1 / ~ mN — т у IQ {EN 
кар) = ка т ер, 6) 
(А+ /)а= ра + la, (7) 
к(а) = (Ы)а, (8) 
1а = а. (9) 
(6) – (9) 是 关于 数量 乘法 的 四 条 基本 运算 规则 . 由 (6) - (9) 或 者 
由 定义 不 难 推出 
0a=0, (10) 
(— A — ге (11 \ 
N ijù U s Vii) 
k0 =0. (12) 
hn ЕН LLA LNA WMA 
UH 不 650, 050, DIPA 
ka 0. (13) 


ma (4, с Р + hhe Wie ЈА а, /\ ЕЯ. E hh A He 


ХЕ > Ө 以 数 域 P 中 的 数 作为 分 量 的 n ENEE, 同时 


考虑 到 定义 在 它们 上 面 的 加 法 和 数量 乘法 , 称 为 数 域 P 上 的 n 维 
向 量 空间 . 

在 ”=3 时 ,3 维 实 向 量 空间 可 以 认为 就 是 几何 空间 中 全 体 向 
量 所 成 的 空间 ， 


以 上 已 把 数 域 P 上 全 体 ” 维 向 量 的 集合 组 成 一 个 有 加 法 ; 
DATAN + L. L. VT = — FJ Z=. HJ ZF 站 一 LA I ГУ JH 1⁄ ‘Tm 
数量 乘法 的 代数 结构 , 即 数 域 P E 维 向 量 空间 .在 以 后 的 几 节 
中 将 进 一 JEF; TZ р Е ГЕ H ра >= и FL. FE Б >Ë: in #&E yh. ZË Ht F E ¿H 
TA 步 讨论 L, HJ IL AX s Zl JWR е ЕЛА Ч КЕЛН AT IN” AA IL J ЛЕ п 


中 的 一 些 问题 . 


° 116 · 


Ea ^, 


有 时候 也 可 以 写成 一 列 ， 


а = a | 
а, 
为 了 区 别 , 前 者 称 为 行 向 量 ,后 者 称 为 列 向 量 . 它 们 的 区 别 只 是 写 
法 上 的 不 同 . 


在 这 一 节 我 们 来 进 一 一 步 研 究 同 量 之 间 的 关系 .两 个 向 量 之 间 
最 简单 的 关系 是 成 比例 .所 谓 向 量 = 与 p 成 比例 就 是 说 有 一 数 k 
使 
а = РВ 
在 多 个 向 量 之 间 ,成 比例 的 关系 表现 为 线性 组 合 . 


如 果 有 数 域 中 的 数 ih В 
a=k, В, +, +з + ЁД,. 
例如 , $ 1 的 方程 组 (8) 的 三 个 方程 可 以 用 向 量 
æ, =(2,-1,3,1), а, =(4,-2,5,4), 
«,=(2,—1,4,—1) 


w = 


来 代表 .我 们 知道 ,第 3 个 方程 等 于 第 1 个 方程 的 3 倍 减 去 第 2 个 


АА 2 _ 这 个 等 式 表示 _ __ 
方程 ,这 等 价 于 а, = За, – а,. 这 个 等 式 表 示 G, 是 G  , G, 的 
个 线性 组 合 . 


又 如 , 任 一 个 n 维 向 量 & = (a ,a,,…,a, ) 痢 是 向 量 组 


11 
”LA ° 


(1) 
\в„=(0,0,-,1) 
HJ глі п нч + ИЧУУ 
~= aE +а, е, + ·· + а, ё, 
HE e Ee „ Ë: ВА 12 гт ER 
у В ©1,›%&%), ‚С, PJJ N SEF LL 19) ва. 
由 定义 可 以 立即 看 出 , 零 向 量 是 任 一 向 量 组 的 线性 组 合 (只 要 


HAR а 是 向 量 组 В, , B... B. 的 一 个 线性 组 合 时 ,我 们 也 


说 ~ ЧГ 254 h BEH Ө . R ¿P =E Ll! 
и =] 以 经 同 量 组 В, ‚В, ， "sp, RIIT IRU. 


定义 10 ШЖНЕЙ а, ,а,,`--,а, 中 每 一 个 向 量 а, 


) ‚үт җн n . ¿D VL. =E ш 
2, . t )AP А) КА Ze EJE ZH Bi, 6," B, ZERG, 


a, ,就 称 为 可 以 经 向 量 组 B, B В 线性 表 出 .如 果 两 个 


г 


r+ ЕЯ. ¿H LADI ¿P ы. 4 I — Сакыр 等 价 . 
ME 组 互相 J A ZR IEX tH ? 尼 们 就 称 为 等 价 
例如 ， , 设 


AN 


æa, =(1,1,1),æ, = (1,2,0); 

В, =(1,0,2),B,=(0,1,-1.) 

则 回 量 组 xi ,w， 与 向 量 组 p, , p, 是 等 价 的 . 

由 定义 不 难 证 明 ,每 一 个 向 量 组 都 可 以 经 它 自身 线性 表 出 . 同 
时 ,如 采 向 量 组 wi , gz ,…，,w:, 可 以 经 向 量 组 Pb 线性 表 
出 ， ,向 量 组 В, B... В, 可 以 经 向 量 组 Yi, 72 Y, RERE, I 


么 向 量 组 0 ,0 ，… ,0, 可 以 多 JE H Yis Yas: анн. 


事实 上 ,如 果 
= — N V VC; вр — 41 > А 
и; 一 LJ КЫР, э 1-1,2, 9 9 
J=i 
P 
В = У\ y. 1=1,2, 5 
. 了 «4 Jm mi J 7 7 


a 
jw 
Об 


$ P 
@, 7 k; У! {„ 7 
;1=1 m=1 
p 5 
—a | — ` 
= Y (Mp, )у„, i = 1,2,4 
m=1 )у=1 
AAF èb El 2 ra B /H a 22 = н Z: _ A ria EL Er nT PY! ZZ rha EL ¿LI 
IA Vu ХЕ UU s, К) ŒE =L Uls и), , G, T ту | IR] Ж HP Hj КА £T |F] А п 
Yi Y: 7y， 线 性 表 出 ,因而 向 量 组 a, ,a,, ‚а, 可 以 经 向 量 组 
Yis Y, i, VREER tH 
rh L `P 68 £b; ¿H ^п r -B H — ral ан ЧЕ (I. D] T Ft ЕЕ 
HJ] 1. KË HJ +i kL s DTI AHI 88 =H —<—— IHJ HJ Ff Ul! H КА ! ITU). 
Ат 
1) 反 身 性 :每 一 个 向 量 组 都 与 它 自身 等 价 . 
N ЛЫН bn ЕН rt+ Et ¿U ~ _ м ө о “A (人 
2) АЈ ТАТЕ: АНАС) E SH иу, G. , ‚© -J Pi » P23) sP: f Ul 
那么 向 量 组 Bi,B,,…,Pp, 也 与 wi ‚@›, ‚@, 等 价 


3) 传递 性 ;如果 问 量 组 а,,а,,`~,а, 与 有 ,5 ,及 等 价 ， 


.. 0 .. Ay ; 07 ЕЗ ¿H +++ 
В,у,В»›` x P; 5 Yi, Y: sp 等 价 ， PA 19 R ZH G, , G; > , G, 


Yis Yas Y, 等 价 . 
定义 11 如 采 问 量 组 @, ;02，… 03 过 2) 中 有 一 个 回 量 可 
іП, 82 а, = (2, – 1,3,1), а, = (4, 2,5,4), а, = (2, 
– 1,4, 一 1) 是 线性 相关 的 ,因为 


H A- hh OR p Æ d 线性 相关 就 表示 — Lø p 
AAN HJ . XK. N A 出 ,向 量 组 Qis G, Zú IT TH — А0 A< Л 一 


三 维 的 情形 ,这 就 表示 网 量 а, 与 а, AR. = Tj E a, a, , a, 
线性 相关 的 用 L 何 意义 就 是 它们 共 面 Hb нн ет У E”Eh—A AmB E. 
ZK IL TH > H3 Z ш" ЛА ААУ ХЕ S l! 12S IB + Sl ZJ HHJ АШ А y 2< Г { Т) 5 ХЕ 
另外 两 个 的 线性 组 合 ,譬如 


т = bø. + Ју 


w i ANW? ' им 3 у 


这 就 是 说 ,@i ТЕ а, 与 gs 所 在 的 平面 上 . 


Lrg Lpa LD, Lit. Lre УР. Рр. > 


回 量 组 的 线性 相关 的 定义 还 可 以 用 另 一 个 说 ; 
定义 11 HEHA а, ‚›@›, 5 全 1) 称 为 线性 


Fe әа -. . 


Р.а, tk а, + + ра, = 0. 
现在 我 们 来 证 明 这 两 个 定义 在 5222 的 时 候 是 一 致 的 . 
如 果 癌 量 组 а, ,а,, ·--,а, Же Ў 11 是 线性 相关 的 ,那么 其 
中 有 一 个 向 量 是 其 余 问 量 的 线性 相合 , 辟 如 说 


а, = а, T k;@, + T k. 0,1. 


k G tk ,G@m,+-- +Ë ia + (-1)а, =0. 
因为 数 ,ks,,…,k,_1, 一 1 Же 0(2# > – 1560), ЕЕ X 
11, 这 个 向 量 组 线性 相关 . 
反 过 来 ， И G, G... a, 按 定义 11 线性 相关 , 即 有 
Же ВЈ ЬЬ, b. 使 


~< La yp. 
L + L r. д... + L 
i CR; 


Ki æi Ш 2 © 5 


因为 Ё,,Е,, С k. 不 全 为 零 ,不 妨 设 有 0, 于 是 上 式 可 以 改写 为 


这 就 是 说 , 癌 量 a, 可 以 被 其 余 的 癌 量 线性 表 出 ,所 以 此 向 量 组 按 
定义 11 也 线性 相关 . I 
定义 12 一 问 量 组 01,0;,…,Q,(s 之 1) 不 线性 相关 ， 即 没 有 
不 全 为 零 的 数 kiskasta’ k, 使 
hb G, tka, + +k G =0, 


就 称 为 线性 无 关 ; 或 者 说 ,一 问 量 组 wj, gc ,…，,Q, 称 为 线性 无 关 ， 


їп 果 rh 
AAN Fa 
k G, Tt k,G, t + kG, = 0 
жт 1\1 bA l 
Hj КАЕ iG 
k, =k, = =k, = 0. 

由 定义 立即 得 出 ,如 果 一 向 量 组 的 一 部 分 线性 相关 ,那么 这 个 
mi Et ZH rp ZË ®н > 75 п Et ZH > т Г еее А aaco re A H 
PI == а yu ILIAAN < |” HE. E ШУЛ WW] s / ЖА ‚„©;, „©, N O *% / / x 2 


中 一 部 分 ,譬如 说 a, , a, ,… ,a 线性 相关 , 即 有 不 全 为 0 的 数 天 


bk G, t k,G, ++ + kG, =0. 
由 上 式 显 然 有 
kua, tk æa, + + а, +0а,., + TÜOG@ =0. 
Н Е,,ЁЕ,,  k 不 全 为 0, 所 以 上 ,ks,,…,k,,0,…,0 也 不 全 为 
0, 因 而 xc ,0,,… ,a, 线性 相关 . 
换个 说 法 ,如 果 一 辐 量 组 线性 无 关 , 那 么 它 的 任何 一 个 非 空 的 


部 分 组 也 线性 无 关 ， 特别 地 ， 由 于 两 个 成 比例 的 向 量 是 线性 相关 


“z 


的 ,所 以 ,线性 无 关 的 向 量 组 中 一 定 不 能 包含 两 个 成 比例 的 向 量 . 


—= V 11 包含 了 由 一 个 向 量 构 成 的 向 量 组 的 情形 HZY кп 


A. ^N 11 GHO J у == TI AA HJ V ZEA —LL HJ НЛ, JAAN А 015] 


Ж?Н а 线性 相关 就 表示 有 & 天 0( 因 为 只 有 一 个 数 ,所 以 不 全 为 零 
就 是 它 不 等 于 零 ) 使 

ka = 0. 
由 数 乘 的 性 质 推 知 a = 0. ВІ, 向 量 组 а 线性 相关 就 表示 а = 0. 


不 难看 出 ,由 n , 维 单位 向 量 e, ,££，，"… E, 组 成 的 回 量 组 是 线 


*— m — 7 s£, — Рт <р 


L = LLL = +. + L = A 
K 1661 Кә 692 ' K, у UV, 
也 就 是 由 
ki(1,0,.%,0)+ hk,(0,1,.,0)+.+k,(0,0,..,1) 
一 (PP hL. ... £ У 
VAI s оэ р / 
= (0,0, ,0) 


可 以 推出 
zA JE Иц 
k = k,=- =k, = 0) 

这 就 是 说 ,el ,sg:，…，,8, 线性 无 关 

н {ЖЖ ЕЕ «ШЕ ¿H ИЕ 2Ë JE +R >£ Y£ El ZË БЕ ЭЕ >£ ñq [BI ЕЙ RT DJ IH 

? УЧ K.) | PN TTE —<L = A I. I H ` A АС 224 п э Шу HJ | > N КА УЫ 
结 为 解 方程 组 的 问题 .我 们 先 考 察 已 经 磁 到 过 的 例子 ,判断 向 量 组 
~ л _1 2 1\ уд у Z AN y 二 (> A аха 2 ZP. 
Су (2, LTG, C Z O 4) Gs — X — 1,4, – 1) 2х 
性 相关 


可 取 zi,zz,zs 为 未 知 数 ,建立 下 列 方程 式 
тй + х›@„ + хз@з = 0, 
看 它 是 否 有 x1 ,z,, z, 的 不 全 为 零 的 解 .这 是 问 量 等 式 , 按 各 个 分 
量 分 别 写 出 方程 ,就 成 为 下 列 方程 组 : 


前 面 而 的 含 向 量 的 方程 有 无 非 夫 解 等 价 于 这 个 方程 组 有 无 非 零 


тг 2 — x+. Ay 人 JI — — — КН ЛД? &н м1 =+ ЧЫ Æ 


解 .可 以 用 消 元 法 解 这 个 方程 组 . 它 有 无 限 多 解 ,当然 有 非 零 
解 . 故 xi ,ws ,as 线性 相关 .特别 的 一 组 解 ,可 取 为 (zi,za,zs)= 
(3,-1,-1). B} За, - a, -ai=0, 或 wx;,=3c — G, ,. 这 是 前 面 已 
指出 过 的 结果 . 

一 般 地 ,要 判别 一 个 向 量 组 


e 
II 
=“ 
[Be 
<) 
^ч 
ә 
М2 


Z G, træ, + + х,а, = 0 (3) 


有 无 非 零 解 . (3) 式 按 分 量 写 出 来 就 是 


AA 
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(4) 


AZ ARE о.о, a, НЕА 
方程 组 (4) 只 有 零 解 . 
从 这 里 很 容易 看 出 ЯКА (2) ЕА, 那么 在 每 一 个 


аа) 26,5 (5) 
也 线性 无 关 . 


事实 上 ,与 向 量 组 (53) 相 对 应 的 齐 次 线性 方程 组 为 
auzi tanzi t'e +аџ х, = 0, 
n es es 
(6) 
laz, +a, 2, 十 … 十 QZ 三 0， 


ауһ+у Ti Faint Ta +e + As,nti Ts =0. 


显然 ,方程 组 (6) 的 解 全 是 方程 组 (4) 的 解 ,如 果 (4) 只 有 和 零 解 ,那么 
(OERS RH. 

这 个 结果 当然 可 以 推广 到 添 几 个 分 量 的 情形 . 

利用 $1 的 定理 1, 妈 得 问 量 组 的 一 个 林 本 性 质 . 

定理 2 Waaa 5р B B EMAAR 
果 

D 向 量 组 ar... a. ГИ В, Bb RER, 

2) r>s, 
那么 向 量 组 а, ,а,, a, 必 线 性 相关 . 

证 明 由 1) 有 


$ 
«= У\;.В, i=1,2, r. 
pA | rj”? 7 7 7 


ма 
М 
Сә 


ATF z. g a 线性 相关 nÆ р а Ж 2 3 52 pkr 
Z4 J ш'7у рә %2 5 „чл, A IL J H ЛХ у Z N X kI, "q Ил 3/4 >J “i ` T. иу — HJ NA 
kiska, sk., 
k G +, а, + + ka, = 0 
H FTE ZË FE АН Z 
LJ +з миз FT AN JL. LL ш 


-X У ев = D (50) 
如 果 我 们 能 找到 不 全 为 零 的 数 x rz... zx, BEB, Ba, =, B, 的 
系数 全 为 零 , 那 就 证 明了 aa, a, 的 线性 相关 性 . 这 一 点 是 
能 够 做 到 的 ,因为 由 2), 即 >s, 齐 次 方程 组 


(tazı T txt +{у,х,=0, 


а + tat t T tz, = 0, 


rh — п E. hh A Ж L- T 0 bhh А.Ж +H Hz QÑ + TIH 1 > dk Z 
Т ЛУАН 88 HJ | % А j JJ TE RJ | А, T< Ta 和 LE L, L, H +A < 
@A > rm ~ Ы Ау. HH ZE 
把 定理 2 换个 说 法 , 即 和 4 
推论 1 如 果 向 量 组 aa, a, 可 以 经 向 量 组 В, , B, 


В, 线性 表 出 , 且 аа-а, 线性 无 关 ， ЖА г<. 


т 135 г H = 2 HIZ 
В.Л ХЕРЕ 2 , BB 得 : 


推论 2 任意 ”+ 1 个 ” 维 向 量 必 线性 相关 | 


ayr 1. RA B ET DI E 3 Et _ ... a 
PRL, ту | n 2E [E] EAP Жл 3 S V [p] EE g, 2623 ‚ £, 


НЕЕ 1,15 
推论 3 两 个 线性 无 关 的 等 价 的 回 量 组 , 必 含 有 相同 个 数 的 


关 组 .首先 ,@, ,@, 线性 无 关 , 因 为 由 
k G tk, æ, =k (2,—1,3,1)+k,(4,-2,5,4) 
= (2р, +4k,,— Ё, – 20, ,ЗЬ, +5k,,k, +4k,)=(0,0,0,0), 

就 有 k = 2, =0. 同 时 我 们 知道 , ci ,a ,ws 线性 相关 .不 难看 出 ， 
xz ,Qs 也 是 一 个 极 大 线性 无 关 组 (请 读者 验证 一 下 ). | 

应 该 看 到 ,一 个 线性 无 关 问 量 组 的 极 大 线性 无 关 组 就 是 这 个 
癌 量 组 自身 . 

极 大 线性 无 关 组 的 一 个 基本 性 质 是 ， 任意 一 个 极 大 线 性 无 关 
组 都 与 向 量 组 本 身 等 价 

事实 上 , 设 向 量 组 为 el ,cy wo， 而 wii， ，…，C， 
是 它 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 .所谓 等 价 就 是 它们 可 以 互相 线性 表 
出 .因为 a, wz，…w, Æa, 0, G, 的 一 部 分 ,当然 可 以 被 这 
个 向 量 组 线性 表 出 , 即 

а, =0a, +: +1а, +0а,,, +t: +0а,, i=1,2,:,s 
因此 ,问题 在 于 а, ,@,,…,Q,,…,Q, 是 否 可 以 被 a ,a,,…,Q, 线 
zH Е и +, 中 每 一 个 都 可 以 被 gg， оа, ,--,а 线性 


1. 7р 551049 0 10) А55 CiO,’ ° ç I FA ИА wj] y 2 5 9 ç =ч I 


表 出 是 显然 的 .现在 来 看 @,;;,…,@, 中 的 向 量 , 设 а, 是 这 样 一 个 


rL, Lrt -L. ¿DP L. T SA 


„ы bh tn L. UL. r+ Et ¿tT „. B 
问 量 .由 极 大 线性 无 关 组 a... G, 的 极 大 性 , 问 量 组 G... G,, 
а 线性 相关 ,也 就 是 说 ,有 不 全 为 零 的 数 kiek, 使 


2 =ч 1102 J F$ .⁄ м 9 ӘӘ T U SNr РЫ y lU , ——„-у < mY >м | у ;Rk,,/ 


Ка, +: + k G, + /oa,=0. 


ма 
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ЕН > £ РА „ 上 且 给 性 天 站 的 MENT =7 1-20 AM 84 /—п 
FAJI W] 6072 5 sw ATA ILJUN HJ xy ' q Шш. q Ете. A SJ y Á L U 9 
那么 Ri ，R，， ‚Ё. 就 不 全 为 零 , 于 是 C,Q, ‚ @, 2%. 相关 ,这 
与 假设 矛盾 .由 1 关 0, 上 式 可 以 改写 为 
k, k, k, | 
а,= -70 05 [J (s<j<r) 
这 就 


й, а, (5<у«е) ИЖ а, ,а,,`~,а, 线性 表 出 .于 是 证 明 


a P УР. Рао РР fefe PA te 


是 J 
了 回 量 组 与 它 的 极 大 线性 无 关 组 的 等 价 性 . 
由 上 面 的 例子 可 以 看 到 ,向量 组 的 极 大 线性 无 关 组 不 是 唯一 


Ф 了 LL’ /че„ 


.但 是 每 一 个 极 大 线性 无 关 组 都 与 向 量 组 本 身 等 


意 两 个 极 — Zb FL F >ë ZH 0 Ei ЖЖ ы ы AR 


ИА Z Ч иып HF A З ll ну. ЕХ 6 


= 
义 有 很 多 ,但 是 由 定理 2 的 推论 3, 立 即 得 出 


„ [q Et ZH hh EE 4 ZP. EL. E >⁄- ZE т < Z+ +H Г АМ 2 
IHJ E АН BJ X. JX RIEUR =H Нр ñ H і 


Pis Jya fer У pt wrm 1—— a JLE. Lr? LN tr. pt Fer РА 


我 们 知道 ,每 一 向量 组 都 与 它 的 极 大 线性 无 关 组 等 价 .由 等 价 
的 传递 性 可 知 ,任意 两 个 等 价 向 量 组 的 极 大 线性 无 关 组 也 
价 . 所 以 ， 等 价 的 回 量 组 必 有 相同 的 秩 . 


还 要 指出 :含有 非 零 向 量 的 向 量 组 一 定 有 极 大 线性 无 关 组 , 且 
任 一 个 无 关 的 部 分 向 量 组 都 能 扩充 成 一 个 极 大 线性 无 关 组 (参见 
了 BON AX rh Æ л Et #Н cb ñh r: Et ¿H Z+ E Z + 26 HL T- Y ¿H р 
< = Z 7 - =— RP HJ] < IJ E п AA HJ IJ на п L< H МА ZÜ л IL. ZÚ ` =H - %& ll J 


规定 这 样 的 疝 量 组 的 秩 为 零 . 


f x Z 
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( . — J (‘A N 
diTi T a, T T T ar,x, dis А, 
a. Z. + аә m, + +a, т = а, (А. ) 
< ál 1 ee 4 an n 4 ` с T 
+ + ... + > =— д (A У 
Э 051-061 452-4 2 "Unin се: 5 21; / 


# T y # B xF y BJ Ip] 877 0] а, = (anan u ai d, ), G, = 
(a, ax a, d,), a, = (ад,а„һ», a, d). RABH 
程 

bixi tbri t'e tbx, = d, (B) 
它 对 应 的 向 量 为 B= (6 ,0 bd). 则 有 是 cl,a,,，…，,w, 的 


REME, P- а, + la, +t: +la, SHAN B= (A,)+ 


(A )Y+-..+J(A У HI #/( RYy 且 方程 (A y) (A ) (AT 的 
L (A3) L; NZ 3ç / 9 PPF Z4 IE. N 22 JN ¿ZJ 杜 (Al),(A,), 9\21; / HJ 
线性 组 合 .容易 验证 ,方程 组 (A ),…,(A,) 的 解 一 定 满足 (B). 进 
一 步 设 方程 组 

[bizi + бух, + + OT EC, (В,) 
bazit билу + Ж bant, = с, (В,) 
nas pe (B,) 


ВОЛГЕ АТУУЛУ ВАТ 8 27 BBB, Æ B Btt B, 可 经 @i， 
( 


ZE. --- 线性 表 出 , 则 方程 组 (A,) 
Qa, A, ZARIL LH , KIJI ТЕ / 


组 (B)),(B,),…,(B,) 的 解 .再 进一步 , 当 @),@,,…， 


АА РА wf. 人 orn 


B, , ,让 等 价 时 ,两 个 方程 组 同 解 . 
$4 ЖЕЕ BJ # 


在 上 一 节 我 们 定义 了 向 量 组 的 秩 . 如 果 我 们 把 矩阵 的 每 一 行 


^^ 
¿Í / 


wà 


和 于 成 一 个 向 量 TI Z ЖЕ uk п PI) h EL rh `X 1⁄6 Z+ it EL ZH Б н 同 
Ла AX | Т] ВВ, bp @, AE PT ZU "з кА VA. 77 ХЕЧ ЛА == TJ JJ ай =H NA Ну. =] 
样 ,如 果 把 每 一 列 看 成 一 个 回 量 , AAE EE tB nÍ ИТА УЕ Hi) pj Ж 
ZH cB 
£H AX 


икн EMR 
例如 ,和 矩阵 
1 1 3 | 
0 2 -1 4 
А = 
0 0 0 5 
0 0 0 0; 
的 行 向 量 组 是 


в,=(1,1,3,1),@,=(0,2,—1,4), 
0; = (0,0,0,5), а, = (0,0,0,0). 
ИЕН, а,,а,,а, 是 向 量 组 ci ,а,,а,, а, 的 一 个 极 大 线性 无 
关 组 .事实 上 ,由 
hb G@6,+Ë,G, +k,@G@,=0, 
即 
k (1,1,3,1)+k,(0,2,-—1,4)+k,(0,0,0,5) 
=(k ,k +22, ,3Ь, – Ё„,ЁЕ, +46, +5k,)=(0,0,0,0), 
145 k i= k, =k, =0, 这 就 证 明了 а, ,а,,а, 线性 无 关 . 因 为 a, 
Jee uj Ë ,所 以 把 а, 添 进去 就 线性 相关 了 ,因此 , 回 量 组 a, a, 
的 秩 为 3. 也 就 是 说 .矩阵 A 的 行 秩 为 3. 4 的 列 向 量 组 是 


E ‚© HY LUNA Z+ =< p U Zü Na VG 9 ҸЕ ГТ A HJ j ГМ, Уу 7 6 га ну Z 0 17) = —L 人 一 


В, = (1,0,0,0), В, = (1,2,0,0), 
В. = (3, – 1,0,0), В, = (1,4,5,0). 


1 
用 同样 的 方法 可 证 ， В, , B. ‚В, 线性 无 关 而 В, = pJ 2 В, – >b; ,所 以 
把 р, 添 进去 就 线性 相关 了 . AZP ,有 ,有 是 向 量 组 P, BaB 


В. 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 ,于 是 向 量 组 В,, В,, В,, В, 的 秩 为 3. 


я госу 
* 120 ° 


| 3, 
А 的 行 秩 等 于 列 秩 , 这 一 点 不 是 偶然 的 ,下 面 来 一 般 地 
i 


ST HH Z— pE pil pL :相等 的 ， 
ИШ. ЛЭЛЈЛЛАЈУУТЛАХЕЛН УЯ HJ 


是 
作为 一 个 准备 ,我 们 先 利用 行 秩 的 概念 把 定理 1(》1) 改 进 如 


_ 
Г. 
SBR 如果 齐 次 线性 方程 组 
ар Хр +ар х) + +а,,„х, = 0, 
+ > +. 十 一 > 一 个 
йа i + an X> ` Ann — Us 
(1) 
lai £i tagt + +а,„х, = 0 
的 系数 和 矩阵 
а ар | 
а а а 
А — x 21 22 和 | 
CA а; аы) 


的 行 秩 r< ,那么 它 有 非 零 解 . 


证 明 以 xi ,0o; ,…，,w, 代表 矩阵 4 的 行 向 量 组 ,因为 它 的 秩 
为 >, 所 以 极 大 线性 无 关 组 是 由 > 个 同 量 组 成 .无 妨 设 g ,……，w， 
是 一 个 极 大 线性 无 关 组 .我 们 知道 , 回 量 组 a’ aa 与 
G, G, 是 等 价 的 ,也 就 是 说 ,方程 组 (1) 与 方程 组 


ааху+а„х;+'*+ау„х„=0, 


у е + 一 = д... + ^7 ma 
үз ! @2242 ! ' Unn 


(ах, tanti +. 


2 ta 
TÍ PJ н НАР FL =E Ч 方程 组 (1 ) 与 (2 
224 иҗ = —LILN 2 / N < 

^ 


ЕН тт 
"у A LIR ZR L +X LH + ИЧ ну ZJ / 


用 31 定理 1, 即 得 所 要 的 结论 .1 


ch Ше ET 1 ST HH 
WH LUIL AJ КА UL 7 : 


定理 4 和 矩阵 的 行 秩 与 列 秩 相等 . 


ах а; `° Asn ) 


=L. T =L. 为 了 证 明 A г A іу Ут 


而 4 的 行 秩 =r, 列 秩 =ri. 为 了 证 明 r= r, ,我 们 先 来 证 г 

以 aa, a, 代表 和 矩阵 A 的 行 问 量 组 ,无 妨 设 a ,…, G, 
是 它 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 .因为 a ,… ,a, 是 线性 无 关 的 ,所 以 
方程 


人 


ri. 


xr G, ++ r,@, = 0 


只 有 零 解 ,这 也 就 是 说 , 齐 次 线性 方程 组 


. -> ` лә и 7 v w + 


аах, tant + tanz, =0, 
ра > — > > L.’ + д >” 一 个 
Ni га» 2) " газ х, — 0, 
Калу ta, z + tanz, = 0), 
nE аі н Y L 0738 ZH ñq Z Ж kE [ZË 
РУН “< MNT Н ЛІ 8 АУ | 7 ЛЕД H J AN A= PT 
k а) ал | 
аз а а, 


la), Ain `7 аы) 
的 行 秩 之 ~. 因 之 在 它 的 行 向 量 中 可 以 找到 > 4 E 2k {ЕХ 5н), 
如 说 , 回 量 组 
) (ai a, eea) 


1192219 98,1] /9\81238229° 302.73 va ,а„,; 
线性 无 关 . 根 据 上 一 节 的 说 明 , 在 这 些 向 量 上 添上 几 个 分 量 后 所 得 
r=/ | 
HJ |P] Œ Z 

(211,22 Gs ai), (ao, ax | o a, ,а2), 


因为 了 秩 等 于 列 秩 , 所 以 下 面 就 统称 为 矩阵 的 秩 . 


Th Z= fb iMn TE ч НП АБ Rf Аз SL. E: Z— Zm <Р heh w Z л Æ 
2% TE TX 们 再 来 把 矩阵 的 秩 -J 1] РЕ 的 概念 联 „уел. 


n Xn Ж ШИЖ. 
定理 5 пхп ЖЕ 
аи а “ Y а, | 


а ар ° An 


lan a, `°. A nn J 

的 行列 式 为 零 的 充分 必要 条 件 是 A 的 秩 小 于 n. 

WRA 先 证 充分 性 .因为 A 的 秩 小 于 nn, 所 以 А 的 个 行 向 
量 组 线性 相关 . 当 n=1 时 ,A 只 有 一 个 数 , 即 只 有 一 个 一 维 向 量 ， 
它 又 是 线性 相关 的 向 量 组 ,就 是 零 向 量 , 从 而 |4|1= 10|=0. 当 
n >1 时 ,矩阵 4 中 有 一 行 是 其 余 各 行 的 线性 组 合 .从 这 一 行 依 次 
减 去 其 余 名 行 的 相应 的 倍数 ,这 一 行 就 全 变 成 零 , 由 行列 式 的 性 质 
可 知 |4|=0. 

再 证 必要 性 .我 们 对 п 作 数 学 归纳 法 . 

当 n=1 时 ,由 |A|=0 可 知 А 的 仅 有 的 一 个 元 素 就 是 零 , 因 
而 А 的 秩 为 零 . 

假设 结论 对 л 一 1 级 矩阵 已 证 ,现在 来 看 n 级 矩阵 的 情形 .我 
们 以 а, a, 代表 4 的 行 向 量 .检查 A 的 第 一 列 的 元 素 
anan, an MRE 们 全 为 零 ,那么 А 的 列 癌 量 组 中 含有 零 问 
量 ,当然 秩 小 于 n. 如果 这 n 个 元 素 中 有 一 个 不 为 零 , 辟 如 说 

,1 关 0, 那 么 从 第 二 行 直 到 第 ” 行 减 去 第 一 行 的 适当 的 倍数 ,把 


—L, = g ШЕЕ re yx Paid 4 or Ld 
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ans a, HRF, В 


м 
U 
ма 


, / 
, а 22 a, 
_ 0 а 22 а 2n . 
|A| = . 一 和 Il : , 
M , ГА | 
а „2 а nn 
0 a’, а' " 
1 ¥ ~ n2 С пп | 
М а;1 
(0,a,,, ‚а„)= T ` @, 1 二 2 n 
а 
rH| A| =0 в n — 1 ZE £H Е 
F | ZA | Ç "ун 7 i 二 从 A. PT 
” ^ 
а 22 aan | 
а „ә Q nn 


а, – 22 q а, -Ta 
2 an 1 x <“ ал 1 

AND Url l Lre YA `Y, у сл xv 一 《一 -rA A wi 2 L. Mr. т Fi 

= Н, EW, Н DEN JRX Ri, ‚Ё, 15 
| 21 wnl 

k, | a, а, |+- +E |a,- a, | = ө 
\ а ! а / 
改写 一 下 ,有 


k, ja. +Ë,G, +: + b G, = 0. 
11 a / 


_ |224, ЕИ? 这 组 数 当然 也 不 全 为 零 ,从 而 


а an 

[п] E zB а} ‚©, |, G, 线性 相关 , 它 的 秩 小 于 n. 
根据 归纳 法 原理 ,必要 性 得 证 . | 
на На rr 人 人 rzIH TT PI ZE Zi Z: vy 44А L. —— £H OH hh == ИН 
Лх Уч Д | АСЕ, FJ КАТАН >< 2) [ LV. ZX, IT JIJ 1AE HJ = 6 н 


же FRETE 


à 
Ü) 
М 


° Кө © ө ө ө ө 
RL. Lh 2>z— /\ LL =r түт . I. —- trt T? — i TD і. 


ШЕ ВВ 条 件 的 充分 性 可 以 由 定理 5 及 引 理 直 接 得 出 ， 
条 件 的 必要 性 是 克拉 默 法 则 的 直接 推论 . | 


Pa — 
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定义 16 在 一 个 ;xn 矩阵 4 PERRE k IIM k 列 ,位 于 
这 些 选 定 的 行 和 列 的 交点 上 的 #° 个 元 素 按 原来 的 次 序 所 组 成 的 
L B 这 万 | = 人 #T А ñH 个 上 J E =e 
TI 1/0 42 НУ k RTI. 
在 定义 中 ， 当然 有 k<min(s, л), 这 里 min(s ,nn) 表 示 s,n 中 
х N А. 
ЕХ) Ну. 
例 ”在 矩阵 
(1 1 3 1) 
0 2 -1 4 | 
А = 
оо 05 
оо оо) 


中 , 选 第 1,3 行 和 第 3,4 列 ,它们 交点 上 的 元 素 所 成 的 2 级 行列 式 


h 5| 
就 是 一 个 2 级 子 式 . 又 如 选 第 1,2,3 行 和 第 1,2,4 列 ,相应 的 3 级 
子 式 就 是 


a 
UY 
Ú) 


pah 
к= 


Ф 
сл 


由 于 行 和 列 的 选 法 很 多 ,所 以 有 级 子 式 也 是 很 多 的 .矩阵 的 
秩 与 行列 式 的 关系 表现 为 ， 
定理 6 一 矩阵 的 Pk E r HUD Z 必要 条 件 为 矩阵 中 有 一 个 ? 


级 子 式 不 为 零 , 同 时 所 有 r + 1 级 子 式 全 为 零 
证 明 ү Y н ME JAV АЕ А hh PE _ гп bh e m 2 n 
ш. у] JÚ H Ж» Е. XÆ А HJ4A АЈ К. PA R , ЕРЕ 2 AH AE 


ЕА 中 任意 >+1 个 行 向 量 都 线性 相关 ,和 矩阵 4 的 任意 >+1 级 子 
A Lh 一 Et AD Ur. Lr+ a3. =L. —— TH = `+. L. > -Nh A м = тїї А +> OT АЧ 
IN 有 JJ1J 加 E ТО =K ТЕЛН X. HEIDI, iZ FP J” = JJ < . 2; +L. 2< HL. Az 


EA 中 至 少 有 一 个 > 级 子 式 不 为 零 . 因为 

а а ° Qin 

的 秩 为 ,所 以 在 A 中 有 > 个 行 向 量 线性 无 关 , 辟 如 说 ,就 是 前 x 
个 行 向 量 .把 这 > 行 取出 来 . 作 一 新 的 矩阵 


| an Go “°° ain | 


А = 


А; = 


a, а,2 °° A,n | 


显然 ,矩阵 А, 的 行 秩 为 7 ,因而 它 的 列 秩 也 是 r ,这 就 是 说 ,在 А, 


中 有 r 列 线性 无 关 . 不 妨 假设 前 + 列 线 性 无 关 , 因 之 ,行列 式 
a, ` ау, 
M 一 人 个 
。 
а а,, | 
它 就 是 矩阵 4 中 一 个 ~ 级 子 式 .这 就 证 明了 必要 性 
再 证 充分 性 AFAA E А bE — s BZR bÆ ВЕЖ -十 
тт HE JÜ T IL. KEEF А TAr ZX T'UNA ZJ RZ, WWA T ` 


1 级 子 式 全 为 零 .我 们 证 明 A 的 秩 为 x. 


ен H ç$! H A 
,+ 1 级 子 式 全 为 零 ЖА A 的 r+2 级 子 式 也 一 定 为 零 , 从 而 A 


KE Z+ Z Ж 1 — o hh T a 
л R2X% N J T HJ J 


设 А 的 秩 为 z. ШЕ: 不 能 小 于 > ,否则 4 的 r 级 子 式 就 
全 为 零 了 .同样 ,z 也 不 能 大 于 ,否则 4 就 要 有 一 个 上 之 r+1) 级 
子 式 不 为 零 ,而 按照 假定 这 是 不 可 能 的 . 因 之 上 = ,这 就 是 我 们 要 


` J 577 7 °з» | We (s 


从 定理 的 证 明 可 以 看 出 ,这 个 定理 实际 上 包 Wb — 


A М TLE СА FA LLa ш r 


ЕЕ A 27 的 充分 必要 条 件 为 4 有 一 个 + + X 
; 另 一 


— X ZY В. EE A MWL, MRAMA А ЛЬ A ñh RF > 
HP JJ ХЕ, М. РР А RN HJ JL J ЖУ 5 N IT УА IAAT 


级 子 式 全 为 零 . 有 时 候 , 这 两 个 结论 可 以 分 开 来 用 .从 定理 的 证 


+ 过 + 


т РУ! = l г, -D EC 


以 看 出 ,在 秩 为 > 的 矩阵 中 ,不 为 零 的 7 级 子 式 所 在 的 行 


还 可 
正 是 它 行 回 量 组 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 ,所 在 的 列 正 是 它 列 向 量 
得 的 一 


2 Boer 


一 个 极 大 线性 无 关 组 . 
最 后 我 们 来 看 一 下 ,怎样 计算 一 个 矩阵 的 秩 . 在 前 面 ,作为 解 


мла м и Г dv IJ Рг -1 IIli Fu RY LY IWJ 


线性 方程 组 的 一 个 方法 ,我 们 对 和 矩阵 作 行 的 初等 变换 ,把 矩阵 化 成 


УЖЕШ ЕР 这 也 是 计算 和 矩阵 的 秩 的 一 个 方法 
Г] PPJ. RL J OZ ZE kí Zt APT HJ LAV H2 ZJ 12. 


首先 ,矩阵 的 初等 行 变换 是 把 行 向 量 组 变 成 一 个 与 之 等 价 的 


4 е AR +z, T 
HEH. 我 们 知道 ,等 价 的 问 量 组 有 相同 的 秩 , 因 此 ， 初等 行 变换 不 


改变 矩阵 的 秩 .同样 地 ,初等 列 变换 也 不 改变 和 矩阵 的 秩 . 


ITA, -A тг^ ды ni Lh, ЖИ. h Afe 一 一 4 , 2 LE A Р.А. xr. t >F 了 yr nn 


其 次 ,阶梯 形 和 矩阵 的 秩 就 等 于 其 中 非 零 的 行 的 数目 .为 了 证 
这 个 结论 ,只 要 证 明 在 阶梯 形 和 矩阵 中 那些 非 零 的 行 线性 无 关 就 行 


了 . 设 A 是 一 阶梯 形 矩 阵 , 不 为 零 的 行 数 是 7 .因为 初等 列 变换 不 
改变 矩阵 的 秩 ， 所 以 适当 变换 列 的 顺序 ， ЛА 


(an ар `“ Gir Ain) 

0 a2 а ° An 
ге : | 
А = О О a,, a,, 5 

0 0 0 0 

| : : | 

UO 0 0 0 J 


ŽN 7 Муг i yku з Г. WFN’ А HJ ZL. L. JH HJ 7 УА у —N 
lan а\) а\, 
0 а» a2, 
x . . | = atap, a 0, 
| 0 0 a, | 
#.t. к=н. м 


因此 ,A г. 
上 面 的 讨论 说 明 ,为 了 计算 一 个 矩阵 的 秩 ,只 要 用 初等 行 变 换 


Fd /AH у Z 3 f — 42 ә 


把 它 变 成 阶梯 形 , 2 1° ИГ J Е rH aE Ж BJ) IT ВУ A ЖОЙ JE JA. ЖЕ 
阵 的 秩 


以 上 的 讨论 还 说 明了 ,用 初等 变换 化 一 个 线性 方程 组 成 阶梯 


W 最 后 留 下 来 的 方程 的 个 数 与 变换 的 过 程 无 关 Б L за 就 等 于 增 
Л, WO ЕН T ANAI] ЛЕН —J 5Є ТЖ HJ L ТЕЛШ Ж, AA BSF 


广 和 矩阵 的 秩 . 


在 有 了 向 量 和 矩阵 的 理论 准备 之 后 ,我 们 现在 可 以 来 分 析 一 
下 线性 方程 组 的 问题 ,给 出 线性 方程 组 有 解 的 判别 条 件 
12р ÞE -> R 2H H 


ай, үт G, T2 F Anny — 023 (1) 
CRET + а, T? + “十 Qt 一 b, ° 
引入 向 量 
fen | Ба 
_ _|аа| (а2 | 
Cl 一 | . ‚й 一 | . К. 
laa ) la, ) 


ia 
Ú) 
ON 


1л 4 1 
аз, b, 
@, — ° ,Pb = . 9 (2) 
' аһ | ñ | 


于 是 线性 方程 组 (1) 可 以 改写 成 向 量 方程 


> = — 20 (2) 
nG, — р: V 27 


Lh pA Lrt 3. Рг 


显然 ,线性 方程 组 (1) 有 和 解 的 充分 必要 条 件 为 向 量 В 可 以 表 
成 向 量 组 а,,а,,`--,а, 的 线性 组 合 . 用 秩 的 概念 ,方程 组 (1) 有 解 
的 条 件 可 以 叙述 如 下 : 

定理 7{ 线 性 方程 组 有 解 判别 定理 ) 线性 方程 组 (1) 有 和 解 的 
充分 必要 条 件 为 它 的 系数 征 阵 


(a. 2 ; 5 ... a. ) 
11 12 In 


ат а» ° Qan 


А = | 


ЕА 


有 相同 的 秩 . 
证 明 ” 先 证 必要 性 , 设 线性 方程 组 


-L = T3 ЧТ $ 


，"…，,， 0， 线性 表 出 . 由 此 ушн. 


Ti YE Лх ZYY АБ А БА 右 相 同 的 得 вр Н.-М тА Б ГЫ 
TI ML JUJJ IL. км PT ZA J ГА “Hj JH |” HIJITA y U A WU С jl JH2J Z YI 
一 A 
ЕН а,,а,,--·,а, 与 a1,0,,…,0,,B 有 相同 的 秩 , 令 它们 的 秩 
Y ДА „0. „2.0. Lr? I. AD Li — NZ PT F _ 上 “< r F /r+ „1% -Ti A 
3 г.а, ,G,,  @, 中 的 极 大 线性 无 关 组 是 由 > 个 向 量 组 成 ,无 妨 
ыо n a 是 它 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 .显然 @ .. 
Єх ww] s <%2 9 „ч, ХЕ C, HJ | L; INTA I ZG ZS E - ji У 21,05," 7“ 


也 是 向 量 组 w ,@,,…, a, ,让 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 ,因此 向 量 В 
可 以 经 w ,0,,… a, 线性 表 出 .既然 三 可 以 经 ol,a,，…，,a, 线性 
表 出 ,当然 它 可 以 经 cl ,@,,… ,a 线性 表 出 .因此 ,方程 组 (1) 有 
Ж. 1 

应 该 指出 ,这 个 判别 条 件 与 以 前 的 消 元 法 是 一 致 的 .我 们 知 
道 ,用 消 元 法 解 线性 方程 组 (1) 的 第 一 步 就 是 用 初等 行 变换 把 增 广 
Ж ЁЁ А 化 成 阶梯 形 .这 个 阶梯 形 和 矩阵 在 适当 调动 前 x 列 的 顺序 之 


后 可 能 有 两 种 情形 : 


[cu C12 ° Cir Cin di ) 
| 0 C 22 с), C2n d, | 
| : : :| 
| 0 0 c,, c, d, | 
о о 0 0 ац 
r+1 
0 0 0 0 
0 0 0 0 0 
|" C 12 Cir Cin | 
0 C22 C2r Con d, 
0 0 С, сы 4, 
或 者 j 
| 0 0 0 0 0 | 
| 0 0 0 0 0 | 
| : | 
tO 0 0 0 0 


w, 
Ú) 
об 


其 出 - Æ0 ;7 一 1 2 О 在 证 一 种 Z 和 我们 诈 半 方程 
РЧ J (ii7 Vst 1⁄9 ?7 ?er+l 7 V. RY РТ Л э IN HJ WUYIY “a 
组 无 解 ,而 在 后 一 种 情形 方程 组 有 解 .实际 上 ,把 这 个 阶梯 形 和 矩阵 
++ E. Е = -L +E nèb A ¿DP LL —— TA А /1\ bh 22 МР АЧ ГРА А 2 уз >r A 
T Rn y] БЕР, DPMNE ZX, TE /J EE SH V 1 ) HJ RAAE А = K 0) —F 
ITA H ИТ 4k, Ñ. АУЕ. X SA JE li, , >14 Ж ЖСН Е Ej J J” Б БЕН) ER AB 
BF, Л E :B48 H: АРИ) U ZE РЕН) K T # 22 B PE BJ ЖАШ 1 时 , 方 
程 组 无 解 

以 上 的 说 明 也 可 以 认为 是 判别 定理 的 另 一 个 证 明 . 

根据 克拉 默 法 则 ,也 可 以 给 出 一 般 线 性 方程 组 с: Dn r 

TIX VA JU J-L NIA 27У AH UJ JIK TA I-L И ШЫ к» —<LL H J | 人 /TIA + су 
个 解法 有 时 在 理论 上 是 有 用 的 . 

7-20 VL -2— TR ¿II / 1 NZ7 m АБ ГУС А E a hha HAET а ту BAA 

IZR IT JJ TE£SH V 1 ) Fj МЕ, ÆFA JA ВЈТАНрУЕ J TW 17 ХЕЛЕ 
阵 4 的 一 个 不 为 零 的 r 级 子 式 ( 当 然 它 也 是 4 的 一 个 不 为 零 的 子 

„0. 8 t. др. 


式 )， 为 了 方便 起 见 ,无 妨 设 DD 位 于 A 和 的 左上 角 . 
显然 ,在 这 种 情况 下 ,A 的 前 > 行 就 是 一 个 极 大 线性 无 关 组 ， 
第 "+ 1,…,s 行 都 可 以 经 它们 线性 表 出 .因此 ,方程 组 (1) 与 


| 11 之 1 тау,®, QinXn 一 01， 
Joanit … 十 a,,z 十 +а,,х, bz, 
| (4) 
а, т, + :+а, х, t +а,„ х, = Б, 
同 解 . 
`4 r= n 时 ,由 克拉 默 法 则 ,方程 组 (4) 有 唯一 解 ,也 就 是 方程 
组 (1) 有 唯一 解 . 
当 r< n 时 ,将 方程 组 (4) 改 写 为 
ана, + + ау„х, = Б; а, +120, +1 ау, х, › 
ар + + aT, = 6, а, +1, +1 Anns 
| (5) 
lanri t +a,z,= b, a, r+1Tr+1 Amnn 
(5) 作为 rr, 的 一 个 方程 组 , 它 的 系数 行列 式 D 尖 0. 由 克 


拉 默 法 则 ,对 于 zx,,;,… ,zx, 的 任意 一 组 值 ,方程 组 (5), 也 就 是 方 


39 · 


jw 


, , 
a Sdi +су, 5.1 Су, 


Е (6) 


86 线性 方程 组 解 的 结构 


在 解决 了 线性 方程 组 有 解 的 判别 条 件 之 后 ,我 们 进一步 来 讨 


WE TEL 2н A hh ZL ka 2 0-28 21 ЛТ Et nt: ЛЕЙ F° мА &h Yt £ 
IT. J A£ =H A HJ 2А TY - TE. ZJ A =H. HJ МТ ХЕ РЕ HJ IA VUI + — 22% D< TH 


结构 问题 .在 有 多 个 解 的 情况 下 ,所 谓 解 的 结构 问题 就 是 解 与 
[B] 


a 
С 
\ 


s 十 
ш N 5 Ж 


= A An МА» У bh e уде nL -t — <> Z 人 Беу 


] 的 关系 问题 .下 面 我 们 将 证 明 ,虽然 在 这 时 有 无 穷 多 个 解 ， 


部 的 解 都 可 以 用 有 限 多 个 解 表示 出 来 .这 就 是 本 节 
对 于 有 


ч tyo — = 这 就 ; ў 论 
= 


@ 


в 
—— 


ITA 


ГЭ 


上 要 得 到 的 主要 结果 .下 面 的 讨论 当然 都 
,这 一 点 就 不 再 每 次 都 说 明了 . 


AN JU 4 14 у UN нг клы /ZY 


上 面 我 们 提 到 , ”元 线性 方程 组 的 解 是 ” 维 回 量 ， 
Æ fL 2 


一 的 情况 下 ХА Ë r TH ¿H hh ER hl r e гп Et > al 2 +L, 
HJ IH LD x | F ⁄Z3 JI At =H. RJ if RJ ДА = 15] s с J H I| А 


们 先 看 齐 次 方程 组 的 情形 . 设 


Bs: + ах; t +аџ, х, =0, 


А 


H 


— 


=$ y 
IK 


\ 
С 
$ 
5 
工 
< 
ш 
< 


а Lı +ћарх t +а,, х, = 0, 


К + а, Ta 十 … + а., 2, = 0 


是 一 齐 次 线性 方程 组 , 它 的 解 所 成 的 集合 具有 下 面 两 个 重要 性 质 
L. 两 个 解 的 和 还 是 方程 组 的 人 
(b b L EU J J]J 县 方程 组 (1) 的 两 个 解 注 
[2 IRn 0) Ер эсә э „ел J МЕ 72 ATEO ANAJ HJ РУ I л. д2 


就 是 说 ,把 它们 代入 方程 组 ,每 个 方程 成 恒等式 , 即 


У! ask; = 0 (i1=1,2,.…,s), 


> al =0 (i=1,2,.…,s). 


把 两 个 解 的 和 
(ki + liska + lasak, t L) (2) 
代入 方程 组 ,得 
之 a, (hk +0) = > ajk jt >; a;l =0+0=0 
ў = 1 4 之 
(i=1,2,.…,s). 


这 说 明 (2) 确 实 是 方程 组 的 解 .1 

2. 一 个 解 的 倍数 还 是 方程 组 的 解 

设 (k1,k,,…,k,) 是 (1) 的 一 个 解 ,不 难看 出 (ck ，, ckise, 
ck ) 还 是 方程 组 的 解 , 因 为 


ro dd 


MY NSL L — ..n=—n (:—1 > A Ë 

Ly Cy N CK, 7/ C 24 &;K; C*U—VU V 1,2 5. В 

J = 1 j = 1 

li H £ L =. =н A. UL FE- Н SE +k hh 并 — э rL A © y 二 

Жул") LA ‚АРУ | I+ t ДЕН ХЕ HJ. TH — Э НЧ, | JT tAÁA /JJ 
程 表 示 一 个 过 原点 的 平面 .于 是 方程 组 的 解 ,也 就 是 这 些 平面 的 


交 , 如 果 不 只 是 原点 的 话 ,就 是 一 条 过 原点 的 直线 或 一 个 过 原点 的 
平面 .以 原点 为 起 点 ,而 端点 在 这 样 的 直线 或 平面 上 的 向 量 显然 具 


3 X< T Mow d mJ ~ "м 2 РУ 4 J 一 -— 0 


有 上 述 的 性 质 . 
对 于 齐 次 线性 方程 组 ,综合 以 rh HNE нар Fk ZH Н. 
J JT UV X IX. 7J E =R. > Z Hi ZE 


L. Т ЯП: 4 组 AR 
И ЕЙ д Ё F s AFRI AILA А 
° ° 


方程 组 的 解 .这 个 性 质 说 明了 ,如 果 方 程 组 有 几 个 解 ,那么 ; 


hh БЕ nT 86 hh ZD HL. ZR A w ZA. н 了 很 多 的 解 и = к= эф, A. Er sr ME 
HJ/7] H JREHJ FL пд УН ЦЧ J IKF Rj fr Z J с | зч >x I l 
问 : 齐 次 线性 方程 组 的 全 部 解 是 否 能 够 通过 它 的 有 限 的 几 个 解 的 
¿P UL ¿H A A, L: o тл El u= Fx: AP. NL. ц, Th бера! 1 АЛИН \\№ 
线性 组 合 给 出 来 ? 回答 是 肯定 的 .为 此 ,我 们 引 和 人 下 面 的 定义 . 
定义 17 Vopu a a kau 人 N n, 称 为 


1 \ 
1) 
2) Mismo’ 1, 线性 无 关 . 
应 该 注意 ,定义 中 的 条 件 2) 是 为 了 保证 基础 解 系 中 没有 多 余 


в 7 FR Hn ЕН. 。 4E KE +H ^5 也 就 是 其 中 有 一 个 可 
的 解 .事实 上 , qH Wi DEERME / ES EL THN , Ш ZZ 2% Г A 


以 表 成 其 他 的 解 的 线性 组 合 , 辟 如 说 ,ng, ПЛЯ Ў у, 72 Mi 
的 线性 组 合 ,那么 1 ,9 ，… ,1.-1 显 然 也 具有 性 质 1). 
现在 就 来 证 明 , 齐 次 线性 方程 组 的 确 有 基础 解 系 . 
定理 8 它 有 基础 解 


的 秩 (以 下 将 看 到 ， n-r айа 自由 未 知 量 的 个 数 ). 

定理 的 证 明 事 实 上 就 是 一 个 具体 找 基 础 解 系 的 方法 . 

ША 设 方 程 组 (1) 的 系数 矩阵 的 秩 为 7 ,无 妨 设 左上 角 的 r 
级 子 式 不 等 于 零 .于 是 按 上 一 节 最 后 的 分 析 , 方 程 组 (1) 可 以 改写 


(am, teta, £, = Ta, 1L 1 ар, 

а 2р t'e ta, T, A2,r+1 Tr+1 ~ Ann» ах 
j (3) 
И +++ a,,=z, 一 а, ,+1%X,+1 — am 


ШЖ r = n ,那么 方程 组 没有 自由 未 知 量 ,方程 组 (3) 的 右 端 
= H 


全 为 零 .这 时 方程 组 只 有 零 解 ,当然 也 就 不 存在 基础 解 系 . 以 下 设 
т< п 

р (77 Апу НП га rk = Ап B АЛ IT = Н ДА: / . a MAP А 

J⁄< jl J AHAE ç JU A Ч Л AH а DJ IL As =L B AC, +5 ” C, J TIN 
(3) ,就 唯一 地 决定 了 方程 组 (3) 一 一 也 就 是 方程 组 (1) 的 一 个 解 . 
换血 话说 ,方程 组 (1) 的 任意 两 个 解 ,只 要 自由 未 知 量 的 值 一 样 , 这 
两 个 解 就 完全 一 样 .特别 地 ,如 果 在 一 个 解 中 ,自由 未 知 量 的 值 全 
为 零 , 那 么 这 个 解 一 定 就 是 零 解 . 

在 (2 由 敌人 们 从 9 有 p — . ¿H ЖУ 

TAL ЧС ДУ | Р «ЖТ БУЛ AJJIR AL r П ХА 

(1,0, ,0), (0,1, .,0), ‚(0 0 ‚1) (4) 


szt ч rH Ее ЕП Et / ~ > „ ) p4 ii 72 ¿H (q) +H тр 
ININA Ч ZR PRH 3E T LL y +1 y Áy+2 9 ” nu /A ЕП 0.77 L JU 
是 方程 组 (1) 的 n 一 r 个 解 : 
'á — f 4 N 'a ws 
WD "Cir l,U, U), 
m, = (с, , c. ,0,1, ‚0), 
4 (5) 


ec) 

我 们 现在 来 证 明 , (5) 就 是 一 个 基础 解 系 . 首先 证 明 тл, 
Moon- RETR. FKE, WR 

kii tkana + + Ё„_,1„-„—0, 

即 | 

kini + ЁТ + Tk лр =, kiskasta b...) 

=(0,… ,0,0,0,… ,0). 
比较 最 后 п- r 个 分 量 ,得 
ki=k,=*…=k,_,=0. 

Ж, nomon- RETR. 

再 证 明 方 程 组 (1) 的 任 一 个 解 都 可 以 由 ,199;，…, п, ,线性 


еш у 
4< Ц. < 


п (с, °С, С, 156,525" Cp) (6) 
是 (1) 的 一 个 解 .由 于 mono, ;是 (1) 的 解 ,所 以 线性 组 合 
Cy+1 п, 十 c,,; n, + tc," N,- r (7) 


也 是 (1) 的 一 个 解 .比较 (7) 和 (6) 的 最 后 n -> 个 分 量 得 知 ,自由 


未 知 量 有 相同 的 值 ,从 而 这 两 个 解 完 Z $Æ HI 
ZS AH E j TH IJ HJ IEL s YN BU ДА ЮУ | ` pr JÚ +. — TT > PP 


= CrNi tc. T + T c,T,-,. (8) 
уд h Eq >> Ir == XAG ,Er b = hh pl uL /г1 A 
JA U Е ú ITE | PPF T 都 能 表 成 Nis No 6 7 Nn- HJ ZX L IH T ` 
综合 以 上 两 点 ,我 们 就 证 明了 mono, 人， 确 为 方程 组 (2) 的 
一 个 基础 解 系 ， 因而 齐 次 线性 方程 组 的 确 有 基础 解 系 .i 证 明 中 具体 
ZA i 的 这 个 基础 解 系 是 由 nr 个 解 组 Б 252 H hb hh E mH Z 
281 HJ £ “i” ZË üt A ХЕ EH 元 ЖЕР SH. Ял. ET Z& TU, HJ ZS Hl RPF 2А, 


由 定义 ,一 定 与 这 个 基础 解 系 等 价 ,同时 它们 又 都 是 线性 无 关 的 ， 


я A 


° 143 ° 


无 关 的 与 基 一 个 基础 解 系 等 


L+ Et ¿ZH и Е H тШ GZ 22 


由 定义 容易 看 出 ,任何 一 个 
| HJ IHJ +в =H HP A ZE H Л АХ 


下 面 来 看 一 般 线 性 方程 组 的 解 的 结构 .如 果 把 一 般 线性 方 各 


+ AinTn = б, ° 


|а х, тарх t° 


— 


` 


Janz tanzi +‘ t a£, = b2, 


“ 


4 


= b, 


Ий + а; 之 2 十 … 十 йы» 


的 常数 项 换 成 0, 就 得 到 齐 次 方程 组 (1). 方 程 组 (1) 称 为 方程 组 


, 1. ) 是 方程 组 (9) 的 两 个 解 Вр 


{ ... 
е э 9 
9 2 ° 


ska) Cli 


< 


W (b, ‚Ёё, 


显然 有 


„А, 一 27) 是 导出 组 (1) 的 一 个 解 . 


А 


Ж 0), (А, – 1,0, = 1," 


ie 


— 


与 它 的 导出 组 (1) 的 


2, а, = b, (i=1,2,.…,s). 


又 设 (0 ,1 L ) 是 导出 组 (1) 的 一 个 解 ， 即 
< =N РА — 4 л 
24 G, L; — Ü 2 — 1,25 í 3/ 
J = Í 
显然 
< / 1 А 7 \ __ < 1 А < y — 了 ! о — 了 


(i=1,2,.…,s).| 
由 这 两 点 我 们 很 容易 证 明 下 面 定 理 : 
定理 9 如 果 y 是 方程 组 (9) 的 一 个 特 解 ,那么 方程 组 (9) 的 
任 一 个 解 Y 都 可 以 表 成 
Ү=Ү, +1, (10) 
其 中 n 是 导出 组 (1) 的 一 个 解 .因此 ,对 于 方程 组 (9) 的 任 一 个 特 


解 y,, 当 n 取 遍 它 的 导出 组 的 全 部 解 时 ， (10) 就 给 出 (9) 的 全 部 


Y=Y。+(Y— Yo), 
由 上 面 的 1,7- У 是 导出 组 (1) 的 一 个 解 , 令 


Y 一 Yo = n 
就 得 到 定理 的 结论 .既然 (9) 的 任 一 个 解 都 能 表 成 (10) 的 形式 ,由 
3B / 1 МАН A Yt ER hh п} А: 
2 ,在 Ц PUR (1) AI E AR АУЕ IK › 
у=7„+ т 
БОЮ (HERE. | 
定理 9 说 明了 ,为 了 找 出 一 线性 方程 组 的 全 部 解 ,我 们 只 要 找 
出 它 的 一 个 特殊 的 解 ARER 导出 组 的 全 部 нит 导出 组 是 
的 全 体 可 以 用 基础 解 系 来 表 出 | 因此 ， ,根据 定理 我 们 可 以 用 导出 组 


| 
> 
+ 
я 
з 
з 
з 
ш 
zt 
可 
ЕЕ 
= 
8 

4 
И - 
E 、 
38 
28 
k 
© чы" 


一 LL +++}, rfi 
Y 20 + k 1; | Ra T 十 “= L 


推论 在 方程 组 (9) 有 和 解 的 条 件 下 ， 解 是 叭 一 的 充分 必要 条 件 


e ө ө өө ө ө ө ө ө ee ө е o ө ө ө ө 
2 r. — O ж == Eg 


是 它 的 导出 组 (1) 只 SA ЖЛ. 


证 明 “充分 性 :如 果 方 程 组 (9) 有 两 个 不 同 的 解 ,那么 它 
就 是 导出 组 的 一 个 非 零 解 . 因 之 ,如 果 导 出 组 只 有 和 零 解 ,那么 7 
组 有 了 唯一 解 . 

必要 性 :如 果 导 出 组 有 非 零 解 ,那么 这 个 解 与 方程 组 (9) 的 一 
个 解 (因为 它 有 解 ) 的 和 就 是 (9) 的 另 一 个 解 ,也 就 是 说 ,\9) 不 止 一 
个 解 . 因 之 , 如果 方 程 (9) 有 唯一 的 解 ,那么 它 的 导出 组 只 有 和 零 
Ж. | 

线性 方程 组 的 理论 与 解析 几何 中 关于 平面 与 直线 的 讨论 有 密 
切 的 关系 .我 们 来 看 线性 方程 组 


fauz +a zı + аууху = 6,, 


У 


ы се 
ш: 


11\ 
il) 
14, +a, + aa z, = Б,. 


21 — Ti 5-22 之 2 <23 3 


(11) 中 每 一 个 方程 表示 一 个 平面 ,线性 方程 组 (11) 有 没有 解 的 问 
题 就 相当 于 这 两 个 平面 有 没有 交点 的 问题 .我 们 知道 ,两 个 平面 只 
有 在 平行 而 不 重合 的 情形 没有 交点 .(11) 的 系数 矩阵 与 增 广 矩阵 
分 别 是 


З.А 的 秩 =2. 这 时 A 的 秩 一 定 也 是 2. 在 几何 上 就 是 这 两 个 
平面 不 平行 ,因而 一 定 相交 .方程 组 有 解 . 
下 面 再 来 看 看 线性 方程 组 的 解 的 几何 意义 . 设 和 矩阵 А 的 秩 为 
2, 这 时 一 般 解 中 有 一 个 自由 未 知 量 ,譬如 说 是 x, ,一 般 解 的 形式 
为 
=d +c , 
=. 1 1 T3 (12) 


(£2 = d, + cz. 
从 几何 上 看 ,两 个 不 平行 的 平面 相交 成 一 条 直线 .把 (12) 改 写 一 下 
就 是 直线 的 点 向 式 方程 
422741 


Сү C2 


如 果 引 入 参数 1 , 令 zs = zt,(12) 就 成 为 


[х,=4,+с\үї, 


+z, = 45 tct, (13) 
ж» = t. 
这 就 是 直线 的 参数 方程 . 
(11) 的 导出 方程 组 是 
| (14) 
а Tı tanı +аззхз = 0. 


从 几何 上 看 ,这 是 两 个 分 别 与 (11) 中 平面 平行 的 且 过 原点 的 平面 ， 
因而 它们 的 交 线 过 原点 且 与 直线 (12) 平 行 .既然 与 直线 (12) 平 行 ， 
也 就 是 有 相同 的 方向 ,所 以 这 条 直线 的 参数 方程 就 是 


( т. 一 r.t 
^1 149 
) Хә) = CL, (15) 
L 23 = £ 


"57 二 元 高 次 方程 组 


现在 我 们 利用 已 经 建立 起 来 的 线性 方程 组 的 理论 给 出 一 个 解 
二 元 高 次 方程 组 的 一 般 方法 .为 了 这 个 目的 ,我 们 先 讨论 一 下 两 个 
一 元 多 项 式 有 非常 数 的 公 因 式 的 条 件 . 

根据 第 一 章 的 结果 ,可 以 证 明 : 

引 理 设 

х) = ах" tas +…+a,, (1) 
р(х) = Бух" tbir” + +b, (2) 
EAR Р 上 的 两 个 非 零 的 多 项 式 , 它 们 的 系数 a, bo 个 使 为 村 


于 > 名 项 二 (~ г: 1 
TL HI 27“ ZN UNT), 1 


а(х) (х) = o(z)g(z). 


ЫС FH 先 证 必要 性 . 
如 果 f(x) 与 g(xz) 有 非常 数 的 公 因 式 d(x), Bp 


f(z) 4л), є(х)=4(тх)дубхт), 


= —YY< > НҢ Ну (1 \ >; (>À ¿l (>N 
ж'то\)уу\2,// H, CANA NAC JJ S Hi, NPP AA UIT) 1-39 ХМ; 
= f, (х), BARA 


и(х)]\х)=4(х))/,(х)ву(\хж)= о(х)а(=х). 
再 证 充分 性 .为 了 确定 起 见 , 不 妨 设 a 7-0, ШТ, Р(х) 
是 一 п KEMA. BEA и(х),о(х){ё 
и(х) (=) = o(xz)g(=<x), (3) 
Ефд(«(=))<т,9(0(х))< п. 
(f(x), о(х))=4(=х), 
于 是 
f(z)=ad(zr)fi(r),v(r)=d(r)v (=). 
‚ 148 · 


4(х)и(х)/)/\у(х)=4(т)о,(х)е(х), 


и(х)],(х)=о,(хтх)е(т). (4) 
因为 4(z)ijv(z), 所 以 d(z) 的 次 数 小 于 nn, 因而 f, (=) W 3 
KFE. 我们 知道 (f(x),vi(z))=12, 于 是 由 (4), 即 


fi(z)lvi(zr)g(zr) 


fi(z)|g(z). 
这 就 是 说 f(x) 与 g(z) 有 一 非常 数 的 公 因 式 f, (х). 1 


下 面 再 来 把 引 理 中 的 条 件 改 变 一 下 . 令 


и(х)=и,х" +u r"? ++ u,n, 
о(х) = u z" +v r? tee + „|. 
由 多 项 式 相 等 的 定义 ,等 式 
u(rz)f(r)=v(z)g(z) (5) 
就 是 左右 两 端 对 应 系数 相等 Вр 


[aouo = bo Vos 


а; ио + aou, = b,% + bovi, 


(6) 


Jes + diui + Agu: 一 ba Vo + bivi + bo V2, 


AnUm-2 + Un-1 Um-l 一 OmUn-2 + b,,-1 U, -1 5 
| а,и,„ 1 一 OmUn-1 ° 


如 果 把 (6) 看 成 一 个 关于 未 知 量 Ио» Uis” s И уу Uos Uis” Un-1 


Ф 参看 第 一 章 习 题 10. 


Ма 
A 
O 


的 方程 组 АВА mtns = 个 方程 的 齐 
Í ZJ 201 > ZF £N, [人 一 | Н Mt rt | Z/N AH а $ m + zz sd ла HJI „| 
次 线性 方程 组 .显然 , 引 理 中 的 条 件 :“ 在 PLzj 中 存在 非 零 的 次 数 
小 = bh £ TH Y E= уд» МЫ, Д. ст. _ Мат Y А / £ N — t 
Уу m 的 多 项 式 xz(z) ІЛ ХА J' J н 的 多 项 式 v(xz) 使 (5) 式 成 
立 " 就 相当 于 说 , 齐 次 线性 方程 组 (6) 有 非 零 解 . 

іх / и x Ё Чі =® ыл hh д /NA үн А? bl У — 

我 们 知道 , 齐 次 线性 方程 组 (6) 有 非 零 解 的 充分 必要 条 件 为 它 


( 
的 系数 矩阵 的 行列 式 等 于 零 ( $S 4, EM 5 的 推论 ). 


- = ~O Р / we 
z 


把 线 住 方程 组 6) 的 系数 征 阵 的 行 到 互 换 , 再 把 后 边 的 n íT 


bo bi Ай D m 


ы а ү а а, | 
ао а а, 
т 47 : 
| 4% а, a, 
Í bo bi б, b,, 
“ка ты 
| | | 


对 任意 多 项 式 
х) = ах" taz" ++a,, 


g(xX)= Бух" + Бух"! + + b, 


(它们 可 以 为 零 多 项 式 ) ,我 们 称 上 面 的 行列 式 为 它们 的 结 式 , 记 为 


R(f,g). 综 合 以 上 分 析 , 就 可 证 明 


定理 10 设 
х) = ах" +a," + +а,, 
g(z=)= bor” + bz” + + b, 
是 P[xz] 中 两 个 多 项 式 ,m ,n>0, 于 是 它们 的 结 式 R(f,g)=0 的 
充分 必要 条 件 是 f(z) 与 р(х) pT Th + 3E а nh ZN ЕН — pb ЖЕ 
ZÜ /J 2—' > FINNT ZÉ J NX J Ë N< J TL. 1 LAJ I H TP IB ААН A км м4 H 


т), в(х) 9 — ` 3“, WI 


一 全 一 til. 1\12. Mr. 


零 且 有 非常 数 公 因 式 ,由 引 


ЕЧ 
ш 
Ге 
Б 
" 
. ук. 
З А 
у 
шол 


++ о узи (х), vlr) PER 
Ffit ulr)f(r)=vlr)gelz). /(х),е(х)®ЖЛ 59%, P 8 
и(х),0(2) EPHE. WA ulr))<m,I(vlr))<n. BIE, 
Р(х), (х) ВЕЖ АА. МУКЕ а = 0, b, = 0 的 情况 . 定 
理 得 证 . | 

当 P 是 复数 域 时 ,两 个 多 项 式 有 非常 数 公 因 式 与 有 公共 根 是 
一 致 的 .因此 对 复数 域 上 多 项 式 f(x),g (rz),R(f,g)=0 的 充分 
必要 条 件 为 F(z),g(z) 在 复数 域 中 有 公共 根 或 它们 的 第 一 个 系 

结 式 还 提供 了 解 二 元 高 次 方程 组 的 一 个 一 般 的 方法 . 设 
f(x ,y),g(x,y) 是 两 个 复 系数 的 二 元 多 项 式 ,我 们 来 求 方程 组 


[f(x,y)=0, 
g(z,y)=0 


/#(х,у)=а„(у)х"” +а, (у)х" ++ +a,(y), 
(х,у) = б,(у) л" + b (y)>” КІ 


ЖФ а, (у), b, (у), = 0,1, :,п,3 = 0,1,0, т 是 yy 的 多 项 式 . 
ш г „ү ¿(+ уе. Алт} A 
ы JNA, у; у K NZ J JIP ARE HJ ⁄ x. N b x 


ма 
Cn 
sa 


D /rr ү абу) а, (у) as) | 
I, KJ | 8) b, (y) b, (y) b, (y) .. b, (y) | 5 

b (y) b (y) 67 | 

bo (y) b,(y) b,, Ж 


这 是 一 个 y 的 复 系数 多 项 式 . 

由 定理 10 即 得 下 面 定 理 : 

定理 11 如 果 (zo,y。) 是 方程 组 (7) 的 一 个 复数 解 ,那么 э, 
就 是 R.(f,g) 的 一 个 根 ; 反 过 来 ,如 果 y。 是 R.(f,g) 的 一 个 复 
根 ,那么 ao(y。) = bo(yo)=0, 或 者 存在 一 个 复数 zo 使 (zu ,yo ) 


MIN Уо ^0 N 20 А Уэ AR з L> x` ° 0 7 
是 方程 组 (7) 的 一 个 解 . | 
二 У -P po 7) m 2 sË Er yw; XII D / z 一 
m DUI АН, JJ Ј WT JJ TERAS J JA J| 1 JU AS IR UV JJ ТЕ Ivx, XJ +ç 8 7 
0 的 全 部 根 , 把 R (f,z)=0 的 每 个 根 代 入 (7), 再 求 z 的 值 .这 
E ,我 们 就 得 到 (7) 的 全 部 解 
H -F E ZH 
£. MAT ZJ 10 


(8) 


y -14zy+9z +282 -4у-5=0. 
把 (8) 改 写 一 下 ， 
[y —(7= +2)y+ (42° +13z+ —3)=0, 
t> – (14x +4)y+ (9х +282 — 5) = 0. 


| 2—7zy+4z +135 -2у-3=0 
\ 


于 是 
1 —7z=-2 4х*+13х-3 0 | 
0 1 —-7x-2 4r’ +13x-3 
Ба -14z-4 9zx +28=х – 5 0 | 
|0 1 -14z-4 9х°+28х—-5| 


1 -7=-2 4х? +13х -3 0 | 
_ |0 1 —7х—2 Ах?°+13х—-3 
0 -7z-2 5х°+15х-2 0 
| 0 0 – 7х – 2 522 4152-2 
1 -7x -2 4z +132 -3| 
=|-7z-2 5х°+15х-2 0 
O -7Tz-2 5х°+15х-2/ 
| 1 0 772271 
= |-7=5-2 5х2 +155 - 2 0 
| 0 – 7х – 2 51? 6152221 


= (5х2 + 155-2)? – (72 +2) (= +1)? 

= (522 + 152 -2-7х2 - 9х – 2) (5х2 + 152-2 +725? 
+9х +2) 

= – 24( =? 一 3> +2)(z +22) 


一 —24хт({х—-—1)(х-—2)(х+2). 


R,(f,g) 的 4 个 根 是 


x=0,1,2,-2. 
用 z=0 代 和 人 (8) ,得 
у 03-0. 
\y 4у-5=0 
这 两 个 方程 的 公共 根 是 y= – 1, 200, 一 1) 是 (8) 的 一 个 解 . 


гт LY Рр 一 ~ vr Z= bL — 人 


用 同样 的 方法 可 得 (8) 的 另外 三 个 解 是 (1,2),(2,3) 与 
(一 2,1). 这 四 个 解 就 是 (8) 的 全 部 解 . 
与 一 元 方程 相仿 ,方程 组 (7) 的 解 的 个 数 与 多 项 式 f(x ,yy)， 


elr, y) 的 次 数 也 有 一 定 的 关系 .由 于 讨论 起 来 比较 复杂 ,在 这 里 
&\<›,у/ну1Л A D q АЕ НУЖА. О RE ЛХ РОТА Де Я , Tr 122 = 
就 不 谈 了 . 
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1. 用 消 元 法 解 下 列 线性 方程 组 : 
(21 +322 tSr; 一 474 =], 
xı +3x, +2x,-2x,+<x;= – 1, 
1) 3 222 + хз x, 25 = 3 
Шз r+ 724 一 Z5 二 3， 
х +2525 + z,— z,¿+x,= -1; 
ху 十 27， —3хл,+2х„=1, 
Pa — 3z; + “x, -3x,;=2, 
D aca за, +4053 - 5х. +2х5 = 7, 
1-91, +6xz, – 162, +225; = 25; 
х -2x, +Зхз 4х, = 4, 
| Z, Tyt 2Z4 = 一 3， 


3) 
x, + 3x,; + z,=l, 


3x + 4х5, – 5х; + 7х,=0, 
2x; - 3х, + Зх; – 2х, = 0, 
4х, +115, – 135: + 162х, = 0, 
(7х, 一 2х, + хз + Зх, = 0; 
= Z — zí + x,=l, 


Зх, —2x, +253 —3x, =2, 


1) В=(1,2,1,1), а, = (1,1,1,1), 
а,=(1,1-1,-1), ез =(1,-1,1,-1), 
а, = (1,-1,-1,1); 
2) В= (0,0,0,1), а, = (1,1,0,1), 
а, = (2,1,3,1), &, = (1,1,0,0), 
а, = (0,1, -1,-1). 
3. WA: WRH e ,a,,…,@, ЕЖ, а, ,0,,… ,0,,P 线性 
相关 , 则 向 量 记 可 以 由 ai ,ac; ,…,a, 线性 表 出 . 
4. а; = (aaan, ,am),i 二 1,2,…,n. 证 明 : 如 果 |a; | 关 0, 那 么 а,, 
a, a, 线性 无 关 . 
5. B tisti, 是 互 不 相同 的 数 ,rw EH: a; (1,8,7, 1"), 
1=1,2,…,r, 是 线性 无 关 的 . 
б. 设 ci ,а,,а, 线性 无 关 , 证 明 :a + а,,а, +а,,а + ci 也 线性 无 


7. 已 知 а, , 0), ‚ G, 的 秩 为 7 ,证 明 ;@),@,,…, a， 中 任意 > 个 线性 无 
关 的 向 量 都 构成 它 的 一 极 大 线性 无 关 组 

8 设 Ci, Q, |, @, HAr, a a, ‚ @; 是 @|,@,， ‚@, 中 的 r 个 
Ha E БАН __ ~ ~ ch ZZ Мм r+ EBL ЖШ Т МЕ г> A 20р ДД. == r! ут un 
9 А , DZ T$ G, , G 5 ›@, T BF | IP E APA ТХИ С, ll J 253 FL £ ШШ , WR а; s0; , 


“a; Жа ,0;,…,@, 的 一 极 大 线性 无 关 组 . 
9. 证 明 :一 个 向 量 组 的 任何 一 个 线性 无 关 组 都 可 以 扩充 成 一 极 大 线性 
TAH. Е 
10. Ж а, = (1, 1,2,4), а, = (0,3,1,2), а; = (3,0,7,14), а, = (1, 
-1,2,0),а; = (2,1,5,6). 
1) Œ :а,,а, 线性 无 关 ; 
2) Жа, ,a, 扩充 成 一 极 大 线性 无 关 组 . 
11. 用 消 元 法 求 下 列 向 量 组 的 极 大 线性 无 关 组 与 秩 : 


1Y 一 (KK41 т 3) ~ —(1 n 2 2 一 人 
17 G| Us; 1, 1⁄7 5 и \1,07,2 1.027, +, 
аз; = (1,4, -—9, – 16,22), а, = (7,1,0, 1,3); 
2) а, = (1, - 1,2,4), а, = (0,3,1,2), 
а, = (3,0,7,14), а, = (1, 1,2,0), 


k 
Ur 
Or 


12. Е: Rn E I] Er £H ( I ) 可 以 由 向 量 组 (了 ) 线 性 表 出 ,那么 (了 工 ) 的 秩 
不 超过 ( H ә). 

13. 8 а;,а,,`-`,а, 是 一 组 n 维 向 量 , 已 知 单位 向 量 sl ,8,,…,E, 可 
被 它们 线性 表 出 ПЕН: а, ,a,,… a, 线性 无 关 . 

14. 设 cl ,ac: ,а„ 是 一 组 2” 维 问 量 ,证 明 :ci ,0,,…,@, 线性 无 关 的 


n 维 向 量 都 可 被 它们 线性 表 出 . 
. 证 明 :方程 组 


对 任何 5 ,6;,… ,6 
16. 已 知 @ ,а,, ，…，C， | а,,а,, ‚@,,@,.у, е ,@, 有 相同 秩 , 证 明 : 
C0 等 价 . 
17. R =a,ta, tu +а,,В =a tatta, B = а +@, 


tetai ЕВ: D... B. Ба ,0,,…,a, 有 相同 的 秩 . 
18. 计算 下 列 矩 阵 的 秩 : 


有 解 的 充分 必要 条 件 是 系数 行列 式 |a |50. 


п Г чї юр / 2 ZQ Ú AA ЭЈ 


(0 1 1 -1 2] (1 -1 2 1 0) 
0 2 -2 -2 0 2 -2 4 -2 0 
1) | |; 2 | s 
|, — 1 一 外 1 N И О © —[ s 
1 1 0 1 -1 0 30 0 1 
1 0 0 1 4) 
14 12 6 8 2 
0102 5 
6 104 21 9 17 
3) ; 4) 10 0 1 3 6|; 
позаг 
1 2 3 14 32 
35 30 15 20 5 
4 5 6 32 77 
1 0 1 0 0) 
1 1 0 0 O| 
5o11 0 of; 
0 0 1 1 0j 
[0 0 1 1) 


xı t х, + Az, = 22; 


(À +3)x, + х. + 27x;, = А, 


2) Ах, + (А-1) 2, + хз = 2А, 


З(А+1) х, + Ах, + (А +3) = = 3; 


` м 


论 
Ja X + r, =l, 

1) Wd хз= А, 
J 


(axı + xz; + zx =4, 
3) ху + бх + xz; =3, 
| z, + 20х‚ + z, =4. 
20. 求 下 列 齐 次 线性 方程 组 的 一 个 基础 解 系 并 用 它 表 出 全 部 解 ， 
z+ zt, + XxX3+ Xit+ z;=0, 
3х|+2х,+ XxX3+ x,-3<x,=0, 
xı + 2х; +2х, + 6бх; =0, 


(5х,+4х„+3х,+3х,—- z;=0; 


( = + z,— 3x,C— =0. 

| ~ “2 JAg -57 vy 

) z, х,+2х,— х,=0, 

2 

Ат. —2т„ +6=z. +37r,—47r. = 0. 
| ^1 “2 ' М3 ' 24 057—7, 
(225, + 4х, – 223 +4x, – 7х; = 0; 
( z, -2=)z=, + 并 十 — х; = 0, 


| 
сл 
ч 
+ 
л 
ч 

II 


(х,-2хж,+х,— тх,+ z;=0, 
2 z, — z, +2z, – Зх; = 0, 
Зх, - 2х2, — z+, + x, - 2х; = 0, 
[о бао д, 22, +2х = 0. 
21. 用 导出 组 的 基础 解 系 表 出 第 1 题 (1),(4),(6) 题 中 线性 方程 组 的 全 
部 解 . 
22. a,b 取 什么 值 时 ,线性 方程 组 


Ма 
Сл 
ч 


Ti 22 23 Tå 5 
эзы z+ x,-3zx; =a, 
+”? x. +? =. + бх;$ =3, 


елу ' 254 
sz. +4х,+3хҗх,+3х,— х5 = b 


有 解 ? 在 有 解 的 情形 , 求 一 般 解 . 


23. 设 ху — х. = ау, £2 — ху=а,,ху— х,=ау,хл,— х;=а,,л;— m = 


as .证明 :这 方程 组 有 解 的 充分 必要 条 件 为 


在 有 解 的 情形 , 求 出 它 的 一 般 解 
лл HJ IRJ > 4" Щщ ° 


. 证 明 :与 基础 解 系 等 价 的 线性 无 关 向 量 组 也 是 基础 解 系 . 
25. нууна 


CRET + GQ 2 T) +... + аы,» =0, 
ар ху H aaz Xz t+ + а›„х„ 70, 


la, Tı + а,2 2 ++ + A nTn =0 


的 系数 矩阵 的 秩 为 x, 证明 :方程 组 的 任意 n- r 个 线性 无 关 的 解 都 是 它 的 一 


H гш #&? = 
925 Bul F ЯА - 


26. 证 明 : 如 果 qm, on 是 一 线性 方程 组 的 解 ,那么 uin + un + 
+ un, О u, + u, t: +u, =1) 也 是 一 个 解 . 


вг 2% 


27. 多 项 式 2z - Зх + Ат+2 5 х‘ + Àm? - Зх - 1 #E À 取 什 么 值 时 ,有 
公共 根 ? 

28. 解 下 列 联 立方 程 : 
、|5y – бху+ 52° – 16=0, 


1) 
|y? —-ту+2хт”-у-х-—-4=0; 
\ [т +y +42 -2у+3=0, 
2, 
|22 + 4zy- y? + 10у-9=0; 
Iy + (х4) у+а? 22 +3=0 
3) | 


у -5y + (2+7) у+ х? — x? – 5х -3= 0. 


补 ж B 


1. 假设 向 量 可 以 经 向 量 组 wi ,w:,…,w, 线性 表 出 ,证 明 :表示 法 是 唯 
一 的 充分 必要 条 件 是 gl , a; ,… ,@, 线性 无 关 . 


r 


2. 设 aa, a, 是 一 组 线性 无 关 的 向 量 ,Bp = >) a@ ,i=1,2,…， 


у=1 
ЕЯ: р, ,及 ,有 线性 无 关 的 充分 必要 条 件 是 


|a 


(4 11 LL 12 
11 1< 


ад аз ‘а, 
3. ЕВ :а,,а,, ,…，,a,( 其 中 zi 天 0) 线 性 相关 的 充分 必要 条 件 是 至 少 有 
— а,(1<:<5) Ж cl ,0,,…,@;-1 线 性 表 出 . 
4. 已 知 两 向 量 组 有 相同 的 秩 , 且 其 中 之 一 可 被 男 一 个 线性 表 出 ,证 明 : 
这 两 个 回 量 组 等 价 . 
5. 设 向 量 组 @, ,a,,… ,@&, 的 秩 为 7 ,在 其 中 任 取 т КАВА, ‚ш, с, 
Q; ,证 明 :此 向 量 组 的 秩 之 >+ m — 5. 
6. 设 同 量 组 cl ,a,, ,ap Besa, a,n a, pp 有 
的 秩 分 别 为 ri ,rz ,rs. 证 明 : 
max( г, sra) r; Sr, + ғ). 
7. 线性 方程 组 
| арх t арх; +" + a,z,=0, 


a, zx + а» х› ++ а,,х, =0, 


Эи + Un-1,2 T2 ++ + An-1,nťn =0 


hh Z str А tE oh 
НУ RAAE FT. /] 
| 411 a12 Ain ] 
| a> 422 An | 
А = | 
И _„ 2. G _. 
NN п 1,1 п 1,4 “п iH JZ 


. 159. · 


ya 
= 


果 线 性 方程 组 


(a £; tanz + +а,„х„=0, 


а Lı tan Tı + +а,, х, = 0, 


И х, = 0 
的 解 全 是 方程 lz + bz +… + b,z=, =0 ЮЙ, ВА ВИН а,,а,, ·-°, 
а, 线性 表 出 . 
9. 设 n 是 线性 方程 组 的 一 个 解 n ,92 n, 是 它 的 导出 方程 组 的 一 
个 基础 解 系 , 令 


= To 6 y = 1, tho Yr = 9, T Th: 
证 明 : 线 性 方程 组 的 任 一 个 解 y ,都 可 表 成 


m 
ML 03: ZR IL J AE Ну | | mr 7 都 可 表 成 


Y=u,yitu,y too tu, Y,+ 


其 中 u. + u, + +u =1 
1 4 “rti 
10. 8 
[an ар * aga) 
атл An ` Qn 
A= 


lan а» `7 an) 
у — Эс E K) ВЕ. WE ВЯ: 
1) WF lal > р las1l,i=1,2,…,n, 那 么 | A|20; 


2 +t—3; 


=£ —t+l,y 
1) х= 
— 1)”. 
"十 1 与 (x 
3) = 


=ч 


wl 


Š 1 ЖЕ; 的 一 些 背 景 
在 线性 方 程 组 的 讨 论 中 我 们 看 到 ,线性 方 程 组 的 一 些 重要 性 
质 反 映 在 它 的 系数 矩阵 和 增 广 矩阵 的 性 质 上 ,并 且 解 方程 组 的 过 
程 也 表现 为 变换 这 这 些 知 阵 的 过 程 [从 给 性 产程 组 之 外 Y. + E 
ЛЕ u; 4& Zü Ру >< L< = A. PT HJ A+ ЛЕ . JS Z IL. J (IE SH < Zi x 4 МЫ = ZN SE. HJ 
各 种 各 样 的 问题 也 都 提出 矩阵 的 概念 ,并 且 这 些 问 题 的 研究 常常 
Fç; шн 2h Z= Æ АБ [Z hin E JE, 20 т nh TILL 27 H TE ДЕ FL Fr == AK F 上 


= 
LC ВА Z A < AL PT HU 2 = УУ И HU WI TIL ZX Ј A = ЕЛА UU ЖОЛУНУН s 


表面 上 完全 没有 联系 的 问题 ,归结 成 矩阵 问题 以 后 却 是 相同 的 .这 


TP. fk kE: ШЕ ЕЕ эр. A ta H = us ЕҢ sS ДА 
ЖЛ АН КЕЛИ ЛУ ЖОКЕ rR — + 极其 重要 的 应 用 ) 沁 的 概念 ， 因而 也 就 


使 矩阵 成 为 代数 特别 是 线性 代数 的 一 个 主要 研究 对 象 .这 一 章 的 


чы > ы „>“ 一 人 A A = 


£. F ыч! 


目的 是 引入 矩阵 的 运算 ,并 讨论 它们 的 一 些 基 本 性 质 . 
为 了 使 读者 对 和 矩阵 的 概念 以 及 下 面 要 讨论 的 问题 的 背景 有 些 


Wp УТ чуў Г] 


{7v 
£ -Pin fx 


J # ,我 们 来 介绍 一 些 提出 矩阵 概念 的 问题 .当然 ,由 于 篇 幅 和 目 
前 知 IH 的 限制 9 ғ 绍 的 方面 有 很 大 局 限 性 . 


.在 解析 几何 中 考虑 坐标 变换 时 ,如果 只 考虑 坐标 系 的 转轴 
J 


RA ME. rtr н £ft ДА k= ZTE Ya А ZÓN =Ë Н 
P H| а 9 — JP >< T< 


НЧ Fi / I") T< НР ATI > HJ G IN /у 
x= х cos 0 — y sin 0, 
ПАРО (1) 
у= z sin 0 + у cos б, 
其 中 0 为 x 轴 与 x 轴 的 夹 角 .显然 ,新 旧 坐 标 之 间 的 关系 ,完全 可 
DOR МЕЛА —P rh Z e REHE e ЕДА э w 2 EE Z 
ИА ЛУ АЧ AA T 2 X J] HF X HJ 2 X 2 XE F+ 
[cos 0 —sin 0) 
| | (2) 
[sin 0 cos 0 J 
к= — Í: < э: A Ar mM / A N ЖАЛ» МЇ. гїї 上 +A / + N Lh A mt hd TTZ 
RINGAN. т ЛАРЕ N E БЕТКІ ) HJ AH ВЕ. t @ 18 HJ THR JÚ , 


/ 
9 


z 


+ ау tazzz 


М 
2412 


"ч 


се) 


“У 


(4) 
(5) 
(6) 


0, . 


a33 ) 


@32 


аж? + 2рху tcy + 24х + 2еу + / 


(5) В): UHAR 


2. 二 次 曲线 的 一 般 方 程 为 
乘积 的 系数 ,而 (5) 的 左 端 就 是 按 这 样 的 约定 所 形成 的 项 的 和 . 


就 称 为 坐标 变换 (3) 的 矩阵 - 


B Jb ИЖЕР: 


形式 的 .事实 上 ,矩阵 (6) 的 行列 式 就 


ma 


3. РРО E E y po 38r e> Ja] ЕЙ rh +B, Ж ЖН ЖЕ ре. alan IE 19 
° УУ = JI HJ AAN F 4 A | Xx N IN 2çrT3 £— F T , ИЈАН у ILA УА 
在 某 一 地 区 ， 一 种 物 ,比如 说 ; ,有 $ 个 产地 A ‚А, М ‚А, | 
Z ESL. LL т ту ту по 7. AN E У э (д2 21А т on 人 人 AC Mi 
n TH JIB Бу, D. | Б, , Bb &@ — ` AA JJ Я Wu HJ Hi TE PA 
f 一 /7 pe \ 
w <12 1л | 


аа 
来 表示 ,其 中 a, 表 示 由 产地 A, 运 到 销 地 B, 的 数量 . 

4. n 维 向 量 也 可 以 看 成 矩阵 的 特殊 情形 . n 维 行 向量 就 是 
1X n ЖЕ, л 维 列 向 量 就 是 2 x 1 B £ 

以 后 我 们 用 大 写 的 拉丁 字母 4 ,B,… ,或 者 


(aj) (b), `: 
来 代表 和 矩阵. | 
有 了 时候 ,为 了 指明 所 讨论 的 矩阵 的 级 数 ,可 以 把 sx n EE SS 
成 A,,B,， ,或 者 
(a;,), ,(b;,), 
(注意 矩阵 的 符号 与 行列 式 的 符号 的 区 别 )， 
设 А =(а„)„,В=(Ь„)„,ШЖт=/,п=Е,Н. а; = b; ,对 
i 三 1,2,… ,m3;j 二 1,2…,n 都 成 立 , 我 们 就 说 A=B. PRETE 
— ВА АЕ Ri —- ni! er 
TF UJE PT J r1 RAH SF 


MERMA E X $B E ЮН, EN 
本 的 


最 基 : “T” HJ Дар] 1 иц 2 ' 
`. м. HY АСУ Hy мн IA У ЛХ 14А x 
的 乘法 以 及 和 矩阵 的 转 置 . 
为 了 确定 起 ШІ :和 人 He _ O AW D h R ERA ñh АЕН ИИ 人 EL 
J ЭЛЕ |C ZÚ s IX IJARA | А-А í , LX ГЛ УЧ ;Ú HJ AE PT Е АЕ 


由 数 域 Р 中 的 数组 成 的 . 


‚164 


1 154. 
l . JHIA 
定义 1 Ə 
(4 _ h! 
ајр di Qin 
ай an An 
А 一 (а, ) n = | . 9 
L.G s1 G 2 An 2 
P" б, bin 
б», ba ban 
B (b;) . 
Ё, b. b,n J 


C= (c;),, 一 (ai 十 b; ) on 


[an + bu ау; + bl `° Ain +6, | 


[621 tba an tbn ` Qan, tba, 
la, + bi а;2 + b. A sn + bs | 
fr а тп mn лап лә 
ТУУ A TH D H3) ffrH a, JL, у 
C=A+B. 


e 60e -7-0 ө © ө ә ө ө 


要 有 相同 的 行 数 和 列 数 . pe Е, УЕН 


TR 


法 ,也 就 是 数 的 加 法 ,所 以 ,不 难 验证 , 它 有 


结合 律 : А +(В+С)=(А+В)+С; 


交换 律 А+В=В+А. 
== яг AOH ZÈ hh kE ШЕ ЖЕРЫ SP kB БЕ 57 O 


А — < PT A < ArT’ VL. Z 


时 候 , 可 简单 地 记 为 O. 显 然 ,对 所 有 的 А, 


A+O=A. 


a 
CN 
Сл 


| 一 a А — И ... — /1 | 
` si s sn Z 


称 为 矩阵 4 BREE, I-A. TRE 
A) 


矩阵 的 减法 定义 为 
A—-B=A+(- В). 

例 在 $1 我 们 看 到 , 某 一 种 物资 如 果 有 ;个 产地 ,个 销 地 ， 
那么 一 个 调运 方案 就 可 表示 为 一 个 sx n 矩阵 ,矩阵 中 的 元 素 а, 
表示 由 产地 A; 要 运 到 销 地 B, 的 这 种 物资 的 数量 ,比如 说 吨 数 .如 
果 从 这 些 产地 还 有 另 一 种 物资 要 运 到 这 些 销 地 ,那么 ,这 种 物资 的 
调运 方案 也 可 表示 为 一 个 sx n 矩阵 .于 是 从 产地 到 销 地 的 总 的 
运输 量 也 表示 为 一 个 矩阵. 显然 ,这 个 矩阵 就 等 于 上 面 两 个 矩阵 
的 和 . 

根据 和 矩阵 加 法 的 定义 应 用 关于 向 量 组 的 秩 的 性 质 ,很 容易 
ЖШ: 

Ж (А +В)<Ж (А)+Ж(в) 

2. 乘 法 

在 给 出 乘法 定义 之 前 ,我们 先 看 一 个 引出 和 矩阵 乘法 的 问题 

设 ri ,zz zi Ж уу, у, Уз 是 两 组 变量 ,它们 之 间 的 关系 
为 


хү=ауу, tay + a 3335 


T, “a, X t an Уз t аз Уз» 


_ (1) 
з= ау Yı T ауру + ay3, 


YI 一 OSI 7 015, 
Уз = 321 t b. 2, (2) 
(у; = ba zi + 03 z; 
H лл ух Ду УЛЫ ы C I 2 之 3 Ла TI ~1 Хә ну N ЯХ 
3 3 2 
_ x _ < А 
Ti 一 аук а (У) Бе, ) 
kal k=l j=l 
3 2 2 3 
_ _ Óx 
一 5 > ашыры, У) а 02; 
k=1 j=1 ， j=l k=l 
2 3 
= > (У) аб )z, (¿=1,2,3,4). (3) 
J= Í k = 1 
如 果 我 们 用 
а. ._ 
+, 7 > C; Z, (: =1,2,3,4) (4) 
| FET 
来 表示 Ts Еу, Ха 与 Zi ， 之 ， 的 关系 ,比较 (3),(4), 就 有 
3 
— ` 了 а A3 4 ,，_ 4 AN Р 
с„= 2, абы (i=1,2,3,4;)=1,2). (5) 
к=! 


用 和 矩阵 的 表示 法 ,我 们 可 以 说 ,如 果 和 矩阵 


A=(a,)o, B= (b, ),, 


wik / 43 э 27 Ri 732 


分 别 表 示 变 量 у, Хә), Ху, T4 与 y! ‚У›, Уз 以 及 У1› Уә › Уз 与 之 1， 
22 之 间 的 关系 ,那么 表示 Lis TCs Хз, T4 Ej 21, 之 2 之 间 的 关系 的 


С = (с, ) 4 
wb rh хр ( <Yyk E Е O АКШ А Бр ае дә 
ЛУЫ ЦЧ Ду —N N 2 J UN ЛЕ . мА ГР %vçO TPP ZJ AB FT га "TID HJ АЛУЛАР > KL, 77 
= AB 
_— uh 4 -£ 
AXAB, TX ИЈАН БЫ 


a — / ÓN m __ /rr N 
A = a, ) | D = (Dy ),m э 


那么 矩阵 


C=(ci)。 


a 
CN 
ч 


HQH rh 
1 


C; = адбу, tarba + +а,б, = > абы, (6) 
称 为 A -F B 的 乘积 , 记 为 


C= ABR 
x. АР › 


HIE РЕЗЕ ВЕ X T IEH, EBE A 与 B 的 乘积 C 的 第 i 


1788 ; | т-ту 25 А ча _ 个 矩阵 A Үү 7 不 二 а 一 个 矩阵 р ña 
ITR J Z) HJG 3 Sp T R APT A UR 1 17-7 99 — ! APT D HY 


例 1 % 
0 3 4 
(1 0 -1 2) | | 
1 2 1 
A=|-1 1 3 0|,В= А 
3 1 -i 
0 5 -1 4 
-1 2 1. 
那么 
го 3 41 
1 0 -1 2 
Д 1 2 1 
С=АВ = 1 1 jÉ b| Д 4 _ | 
05 -1 4” 
liaz U 
5 6 И 
=| 10 2 -6|. 
| -2 17 10 | 
乘积 的 矩阵 中 各 个 元 素 是 根据 公式 (6) 得 出 的 ,例如 ,第 二 行 
第 一 列 的 元 素 10 УЕ A 的 第 二 行 元 素 与 矩阵 B 的 第 一 列 对 应 
元 素 乘积 之 和 
(—1)х0+1х1+3х3+0х(—1)=10 
其 余 可 类 似 得 到 
例 2 如 果 


组 就 可 以 写成 矩阵 的 等 式 


Aliy’ zi) 


未 


# ШЕШ. ЫШ АЁ 


一 坐标 
变换 的 矩阵 为 


例 3 在 空间 中 作 


а 12 


— 


如 果 令 


到 (之 ， x Уг , z, ) 的 坐标 


=! 


变换 的 公式 可 以 写成 


MM 


那么 坐 书 


АХ,. 
系 的 转轴 НЖЖ 


X, 


a (Z, , X, Z ) 


т 


水 
# (=, ‚ Уз › 23) ААВ 


如 果 再 作 一 次 坐 书 


变换 公式 为 


未 


个 坐标 


到 第 三 


其 中 


С^ 
wl 


А — [ \ 一 / 1, mfl, 
А 一 Vd; Ins D — Uk? m 5 < T (Cu um ° 
我 们 证 有 明 
(AB)C= А(ВС). 
Ах г 
< 
V= АВ = (о,),„, = ВС = (%,),,, 
其 中 
n -. ię 
v= > ab,(i=1,2,. ,sk=1,2,. m), 
<— 7 2 ?: 
у= 


m 


w, = > barcu(j =1,2,° ,nn;Ll=1,2,.…,r). 
т 


(AB)C= VC 
中 VC 的 第 ; rS у Z| Jr == >H 
, Y м нус A 
m m n m n 
ч — СА ч — N 
O; Cu — ( аб» Л — a; bck э (7) 
k=1 k=-1 J=1 k=1 j=l 
A ( pr) — AW 
А X ЖУА. j ZA РҮ 


+ 
> 
< 
Б: 
® 
A 
$ 
Ji 
99 
М" 


j=l у=1 k=1 j=1 k=! 
ri: 22 Уу жЕ `£- hr: EL RT PY! ох Ыл v> EZ KEE PI лу / o Yñ Z+ 83 El. _ Eha > 
HI Jj AX Н EE JJH 9 HJ КАСТА Гр, PI KA N / J —J NO J HJ) ZH АЛ АЕ — fF HJ , ДА 
就 证 明了 结合 律 

但 是 ,矩阵 的 乘法 不 适合 交换 律 , 即 一 般 说 来 

一 9 = 9 9 

AB ВА 
这 是 由 于 ,一 方面 在 乘积 中 要 求 第 一 个 因子 的 列 数 等 于 第 二 个 因 
子 的 行 数 N THI ку HF] M AB ЖЕР V Hf НА 不 一 定 有 音 
н ° H ZJ N SAAN + JZ) VA +> RA Fj Ду Z +] у SDSL J Ne H лл 

义 . 男 一 方面 即使 AB !j BA 都 有 意义 ,它们 的 级 数 也 不 一 定 相 


的 列 数 .如 上 面 例 1 中 , 4B 是 一 3x3 和 矩阵 ,而 BA4 Ж— 4x4 Ж 
而 且 都 是 nX nn 矩阵 ,但 它们 也 不 一 定 相 等 .例如 ， 
零 , 这 是 矩阵 乘法 的 一 个 特点 .由 此 还 可 得 出 矩阵 乘法 的 消去 律 不 


发 可 以 举 出 类 似 的 例子 . 


为 巨 .显然 有 


— 


ч 


(10) 


= ВА + СА. 


(В+С)А 
不 适合 交换 律 ,所 以 (9) 与 (10) 是 两 条 不 同 的 规律 . 


换 句 话说 , A 就 是 上 个 4 ER. A, DRR REX ITA ЫН 
等 的 矩阵 来 定义 .由 乘法 的 结合 律 ,不 难 证 明 
AAAL 一 Akti! 
( ky! = A” 
le ae —— ей МУЛ. rt вл 给 读者 去 做 rrt мї. дч А Жї 、 —— УТ 
这 里 ,il EREA. uF BB А 60. НОЈ PF ЖЕК Л 


SLM, MACB) 5 A'B 一般 地 不 相等 . 


3. 数 量 乘法 
定义 4 EM | 
| kaa ар kai, 
Кад kan … kaz 
(kaa kao … AR | 


称 为 矩阵 A = (ау), А 的 数量 乘积 , 记 为 kA . 换 句 话说 ,用 数 


L Jeth [UE ph НА. H £: ЕЛ ЛУ п ЖЕ Ыр Р > 
k ZI APT AU ZE ЗЫ ЛЕРЕНУ PE | JUR ABRE. R. 


不 难 验证 ,数量 乘积 适合 以 下 的 规律 ; 


(А+І)А = 2А + /А, (11) 
(А+ В) = РА + РВ, (12) 
Р(ІА) = (Ы)А, (13) 
1А = А, , (14) 
Р(АВ) = (kA)B= А (АВ). (15) 
ÆN TI ЕНН 4062/1 6 \ +F A. É АА >= 3 Уг НН 设 
J || J 2N RL 74 T 2AA`ËA X 1.2 AS 水 ЕН AKHA HL 73. А 


А = (а,)„,В= (6, ),„, 
Ф Е(АВ), (АА )В,А(АВ) +, (2,2) 2С КУ 


O SHAG ORRA i 行 第 : 列 的 交叉 处 的 位 置 . 
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) 


Ё Saby, 
j=1 
У) (ka; )b; = DUA 
j=1 1 


Yas (kb,) = ЕУ?! а,Б,. 
J=1l j=1 


显然 它们 是 一 样 的 ,这 就 证 明了 等 式 (15). 
矩阵 
k 0 0 
0 & 0 | 
kE = . 


通常 称 为 数量 和 矩阵 .作为 (15S) 的 特殊 情形 ,如果 A 是 一 nxn Ж 
阵 ,那么 有 
РА =(EE)A = A(ËE). 
可 以 证 明 ; 如 果 一 个 ”级 和 矩阵 与 所 有 7? 级 矩阵 作 乘 法 是 可 交换 
的 .那么 这 个 矩阵 一 定 是 数量 矩阵 (参看 习题 7) .再 有 ， 
kRE+IE=(k+I)E, 
(ЁЕЕ)(1ТЕ)=(М)Е, 
这 就 是 说 ,数量 抢 阵 的 加 法 与 乘法 完全 归结 为 数 的 加 法 与 乘法 . 
4. 转 置 
把 一 矩阵 A 的 行列 互 换 ,所 得 到 的 矩阵 称 为 4 的 转 置 , 记 为 
A“. 可 确切 地 定义 如 下 : 


定义 5 iZ 
[an а 12 а} ] 
А = а “2 C 2 | | 
| | | 
(а а, йы), 


ау ` 4 | 


lAn ° G. 


| 
(а), аэ, Ан аы) 


г? 2 


显然 ,s X n ЖЕНЕВ e n x s BE. 
Ж НУ Ein Sr l, ЕА: 


(РА )' А 


= kA’. 
(16) 表 示 两 次 转 置 就 还 原 , 这 是 显然 的 .(17),(19) 也 很 容易 验 


证 .现在 来 看 一 下 (18) . 设 


Т ар ` а | Сї bi: 
lan an а, | bx b. 
A 一 | ы ‚В 一 | е 
| A Ж ⁄;! ~ {1 | h А h ` 
Му] А ро wn Z N V nl “V н2 


AB 中 (i,j) 的 元 素 为 
>) абь » 


所 以 (AB) 中 (i,j) 的 元 素 就 是 


п 

`A 
N A „0: . 
k~i 


(16) 
(17) 
(18) 
(19) 


(20) 


其 次 ,B 中 (,&) 的 元 素 是 бы, А 中 (k,j) 的 元 素 是 an， 因 之 ， 


ВА 中 (i,j) 的 元 素 即 为 


м 


a 
` 


(21) 


设 


例 


(9,2, -1) = (АВ). 


е е 
А, |. 


在 这 一 节 我 们 来 看 一 下 矩阵 乘积 的 行列 式 与 秩 和 它 的 因子 的 
АТА ПА 1 


关于 乘积 的 行列 式 有 : 


r= ТЩ 1 Zç А р 
AC LE 1 ИС А , 19 
° 


|A A,“ 


му 


N 


w 


= \\у < Жур D L ñi , X ; ЖЕ А wb HE: (L hh Үп Е | А | 
AG Zx, U XA 1 LUJ лнн н Aü FT A 4P /jJ F AZ FU HJ xs XH Z< | Z | 
天 0; 否 则 称 为 退化 的 
三 了 
Ær T Пп A п AE P ZE dF JE IG RJ 7Ú ZT АУ Ж ТГ 2 G. HJ AX ОУ” 


充分 必要 条 件 是 А,В 中 至 少 有 一 个 是 退化 的 . 


N © kE R SE ЯП nh {ыл ЖЬ 9012. 
AN J М. ГҒАХЛАУНЈТА | 35 ll J 3 ; 


定理 2 设 4 ЖОР E nx m EB, B 是 数 域 P 上 mx， 


矩阵 ,于 是 
即 乘积 的 秩 不 超过 各 因子 的 和 


WRA 为 了 证 明 (2), 只 需要 证 明 秩 (4 ) 委 秩 (4), 同 时 
秩 (AB ) 三 秩 (B). 现 在 来 分 别 证 明 这 两 个 不 等 式 . 


a 
iX 
k а “ ал» | k bo … bi | 
. |an а» ° Am | м | bz bnz bas | 
А = | ‚Б 一 . 。 š ° 
la nl an2 `°. аһ) (bmi D m2 e Ж 


$ Bi,B,,…,B,, 表示 B 的 行 向 量 , Ci , C,,…,C。 表示 АВ 的 行 
回 量 . 由 计算 可 知 , С, 的 第 7 个 分 量 和 ал В, + а; В, + + а,„В,, 


Н) у 个 分 量 都 等 于 У) aibi ,因而 


C, =a aB, +a,, В, + +a,,B, ¿=1,2,: n), 
| B таа £H Ж РЕЖ! 
出 所 以 AB Ё Lle Ly Жай. та чш 章 习 题 10 0), 也 就 是 说 ， 


|н 样 , 令 V: CRD: CERERE. KIRA ЮУ, D, , D,,…,D. 表示 АВ 
76 ` 


АПШ! гї EL h p an 
MJ 27314 EL . HHI F| уот “j AH o 
р, = Ь,;А, +b, A, +: +b A, (i=1;2,.…,s). 
这 个 式 子 表明 E AB ШУ] ИА ЕА 的 列 向 量 组 线 
性 表 出 ,因而 前 者 的 秩 不 可 能 超过 后 者 的 秩 ,这 就 是 说 ， 
秩 (4B ) 委 秩 (4). | 
2 | arh T W W г Zl %@ AX EI T ahime aE 
; J 2)57 | A J RJIB JE PP OPH 


$4 ЖЕЕ ВЈ ж 


ТЕ Š 2 我 们 看 到 ,矩阵 与 复数 相仿 ;有 加 \ 减 、. 乘 三 种 运算 '. Ж 
阵 的 乘法 是 否 也 和 复数 一 样 有 逆 运 算 呢 ? 这 就 是 本 节 所 要 讨论 的 
问题 . 

这 一 节 讨 论 的 矩阵 ,如 不 特别 说 明 , 都 是 n x n ЖЕ. 


„ч s 


我 们 知道 ,对 于 任意 的 n 级 方 阵 A 都 有 


АК— КА — А 
AL LA А, 


这 里 E 是 ”级 单位 矩阵 . 因 之 ,从 乘法 的 角度 来 看 ,m” 级 单位 矩阵 
在 ”级 方 阵 中 的 地 位 类 似 于 1 在 复数 中 的 地 位 .一 个 复数 a 天 0 
的 倒数 a :可 以 用 等 式 


,相仿 地 ,我 们 引入 : 
n 级 方 阵 А 称 为 可 递 的 ,如 果 有 n 级 方 阵 下 ,使 得 


А P 


m __ n — ` T га \ 
АВ = ВА = Е, (1) 


H ПЕШ, TE РЕЗЕ ЖЛ, H A h БЕЛ ВЕЙ ДЕ (1) 
(读者 自己 证 明 ). 其 次 ,对 于 任意 的 矩阵 A ,适合 等 式 (1) 的 和 所 
AA q H u. nL 79 / >° LN L JUN HJ MINT 4» 9 AZ J] J му / H / A 


B,=B,E=B,(AB,)=(B, . 
min hp у Lr EH 太一 mA m SE A /a\ 了 了 Z m Th м. safe SA ire l= 1 
ХЕ < Š AREP Б ERAU) Jb < В 7 77. А JIZ AE КЕ, И. 
А `! 
下 面 要 解决 的 问题 是 :在 什么 条 件 下 和 矩阵 A ДН ИН)? ШЖ 
п 7 ,怎样 求 А 719 
12 д. * CA TT AJN Za • 
定义 9 设 4 是 矩阵 
а an Ain 
А = а an An 


КА, A, e Аш] 
. К An сс Ад 
Ар ; | 
(LA A, A, | 
称 为 4 的 伴随 矩阵 . 
由 行列 式 按 一 行 ( 列 ) 展 开 的 公式 立即 得 出 ， 
d 0 … .0 
| d | _ (9) 
кошу 
其 中 d=|14|. 
如 果 d = | 和 | 关 0, 那 么 由 (2) 得 
А (18° \= (24° \А =. (3) 


4 J \d jJ 
定理 3 EEA 是 可 逆 的 充分 必要 条 件 是 4 非 退 化 ,而 


= 8 и J= | A|-0 中 (2VR4 А nO H 
KL. "7J pmm и | ГА | 7 Us UW NANJ) q AH ç га J A 9 TL 
a l,e 
A TA. (4) 
反 过 来 ,如 果 A пй, АЗА 使 
АА !=E. 
两 边 取 行列 式 ,得 
[А [А1 р-р 1 (SN 
5а | [1 <4 | | 27 | 1, 7, 


因而 |4 150, Вр д 非 退 化 .1 
根据 定理 3 容易 看 出 ,对 于 п 级 方 阵 4 ,B ,如 果 
АВ=Е, 
那么 А,В йр Ен ЕА ЕТЫ W yE Ж. 
定理 3 AH 5 iH Y — 5 EE B| 3⁄2: BJ Ж Ph , [Н ШАШ Т ЖЛЕ 


АЕ РЕ a7 a r-t] Lj J P O | S A Ну 97У рр 9 F. J W —T4 юм 3 4 * AQ 7% 


式 (4). 按 这 个 公式 来 求 逆 矩 阵 ,计算 量 一 般 是 非常 大 的 . 在 


fT] лг 5% Шт — аі ЕЕ y£ 
HITT ri 717] TT 212 . 


(5) ИЯТ, МЖА [= 450,92 


-1 | —_ аг! 


的 公 
以 后 我 
[Ги TX 


| a 
| А 


| 
推论 ”如果 年 阵 A ,2 可逆, 那么 А 与 AB 也 可 道 , 且 


两 边 取 转 置 ,有 


因 之 


(AB)(B 'A ')=(В А ')XAB)= E 


(AB) '=B "А '.] 


> 


Pà 
“ 


利 的 逆 , 可 以 给 拉 默 法 则 的 另 一 种 推导 法 .线性 方 
# H 
(ai х1 tax, t Tax, = 61, 
a,, х; Ta, m, + +а,, ж, = Б, 
ani + 1 + Qn2 T2 + + а, 一 b, 
可 以 写成 (8$2 #12) 
АХ =В. (б) 
ПЖ |А 150,962 А п. ЖН 
Х= А 'B 
代入 (6) ,得 恒等式 4(4 'B)=B, 这 就 是 说 A B 是 一 个 解 . 
如 果 
К Х=С 
是 (6) 的 一 个 解 ,那么 由 
АС=В 
得 
A '(AC)=A `B, 
即 
C=A `B. 
Ж, X= A. B 是 唯一 的 .用 A“ 的 公式 (4) 代 入 , 乘 出 来 


БАМ, xL. mi e LA (L: ДА. РХ —<— 


就 是 元 拉 默 法 则 中 给 出 НУ Дх N. 
Ж јар Е, Эс РЯ РЕЗЕ ЕК5 : 
定理 4 А 是 一 个 s X n 矩阵 ,如 果 :P 是 s X s 
Enx n ПЕ, ЯА 
秩 (A)= 秩 (PA)= 秩 (AQ). 


нї 


„— 


| Ж ЖЕЕ, Q 


ЕН A 
кы гуу < 
В = РА, 
r> 22 їн 7 
ЕЦ АЕ. JE с, 
(В) <Ж(А ); 


A=P 'B, 


#k(A)<#k(B). 


= = м x` = 


$5 Ж Н He 


在 这 一 节 , 我 们 来 介绍 一 个 在 处 理 级 数 较 高 的 矩阵 时 常用 的 


kara Pe РР. РХ L8. —4— re f Am А £—— Pie — . 


方法 , BB Б Н rk . A PHIX ‚4% TE — IRE EF £ АЎ J: H — Z АЈ 
矩阵 组 成 的 ,就 如 和 矩阵 是 由 数组 成 的 一 样 .特别 在 运算 中 ,把 这 些 


— — 


小 矩阵 当 作 数 一 样 来 处 理 . 这 就 是 所 谓 和 矩阵 的 分 块 . 


` Y 3% RH 这 个 方 > 二 下 面 看 一 个 例子 #є kh [ZE 


ZJ J$! РЫ 7) ЛХ Jd 14м э | VI J +` TL. A TT 
[ 1 0:0 O| 
| 0 1:0 0| fE, О] 
А = | w = 
E 2:1 0 lA, Е, | 
L 1 1:0 H 
H, E, 表示 2 级 单位 矩阵 ,而 
-1 2 0 0 
А, = | 4 “| о={° | 
\ 1 1] VU UJ 
在 矩阵 
| i 0:3 °] 
-1 2:0 1 (B B,, | 
B= | i | | 
| 1 0:4 1 (В, B,, | 
-1 -1:2 0 
中 ， 


Б 
оо 
Ба 


/ 1 0) з 2) 
B, = ‚В, = ， 
"| z)” e= [0 |) 
1 0 4 1 
в. = | 1 |, Ba = 人 qI 
V 一 人 — 17] VZ U] 


在 计算 АВ 时 ,把 А,В 都 看 成 是 由 这 些小 矩阵 组 成 的 , 即 按 2 级 


авс E O][B, Ba) 
А, Е,) B, Bz) 
_ | B, В,, | 
l А,В, +B, А,В, + Ba)’ 
其 中 
aB +в [Т ^\[ io ( 1 0 
asd | i alti _\ 
-3 4 1 0 -2 4 
- | 0 2) 小 
р 2\/3 2\ /4 1 
дв + Ba= | 1 106 atl 0 
-1 人 
V 3 3J \2 O \5 3) 
因 之 
1 0 3 2 
а 2 0 i 
АВ = | 
-2 4 1 | 
0-1 1 5 3) 


不 难 验 证 ,直接 按 4 级 矩阵 乘积 的 定义 来 作 ,结果 是 一 样 的 . 
一 般 地 说 , 设 A = (ai),,B= (b; ),, IE A,B 分 成 一 些小 


Бы 
Q 
N 


Ж 
Я 


ni пэ n, 
51 А А}; Au | 
52 Ад Ao А», | (1) 
А = . x : . |° 
s (Aa A, A,, J 
т } т; т, 
nı М B, В,, 
п |В, В, i в. | (2) 
B= . . , 
п, |B В В 


其 中 每 个 4, 5, Xn 小 矩阵 ,每 个 В, Елп, Xx m, 小 矩阵 .于 是 有 


m, т, ` m 


Sı (C, C, C,, | 
S2|Ca C, C,, (3) 
С = АВ = | . | 9 
Š, \с, С. с, ) 
£ — А m ' А m I <... ы! А m 
Cua {Юу T АЮ, T т 25р; 
l 


> A.B, (p = 1,2,0, t;g = 1,2,: r). (4) 


k=1 


这 个 结果 由 和 矩阵 乘积 的 定义 直接 验证 即 得 ,就 不 详细 说 明 


应 该 注音 


ш 
时 


arpe 上 ЕТЕНЕ з T £ UE e T bq pi B Ет ИН НЕ Nn Z Hi Ү АБ 
-六 站 А s +L. UL 71 AN jJ AL TPT ZFSN!I/NH3J LA HJ АСЕ Ну уын J 2001) Ј ЛЕ 
阵 分 块 的 想法 .在 那里 ,用 B, B, Bo, 表示 B 的 行 回 量 ,于 是 
" 
B, 
\В„) 


这 就 是 B 的 一 种 分 块 . 按 分 块 相 乘 ,就 有 
а B i+a,B,+- +а, „В, 


а. В, +а,, В, 十 … 十 а,„В,, 


АВ = 


Ин + auB, teet а„В,, | 
用 这 个 式 子 很 容易 看 出 AB 的 行 问 量 是 B 17 ИНЕШ; 
将 АВ 进行 另 一 种 分 块 乘法 ,从 结果 中 可 容易 看 出 AB 的 列 是 A 
的 列 的 线性 组 合 (读者 自己 做 一 下 ). 

作为 另 一 个 例子 ,我 们 来 求 矩 阵 


[an оа, Ü |B O) 
p= а,1 аһ 0 0 А О \ 
C11 сь bn bi, \с в | 
P Ca b, b, ) 
Аи Нн аА вА Нр 级 和 ry Ж НЕЕ, C E, x k #R 
J A МАГТ SFR I “3 AL JJ 人 LA JAIRI ЈА HJ “jJ A— A. FT y Ar K мМ 
чең рд 
El JL + ХУ 
ID|=|A|IIB| 
所 以 当 А,В ану, р 也 可 逆 . 设 
_ (Xa X,, | 
D '=| | 
(Xa Xz) 


这 Е, DAJE 比 
边 ,得 

(АХ, = 五 ， 

АХ = О, 

š + ВХ, = O, 

СХ,, + ВХ,, = E.. 
由 第 一 、 二 式 得 

X, =A ',X, =A 'O=O 
代 人 第 四 式 ,得 
X, =B ', 
代入 第 三 式 , 得 
BX., СХ,, СА `, X = -B 'СА`' 

因此 


形式 为 
(а, 0 0 | 
É а, o | 
Ё | 
P 0 a, 


的 答 阵 ,其 中 a 是 数 (i=1,2,…,/) ,通常 称 为 对 角 矩 阵 ,而 形式 为 
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А, 
P ч 
的 矩阵 ,其 中 А, Ел, xn 矩阵 (i =1,2,…,/), 通 常 称 为 准 对 角 
矩阵. 当然 , 准 对 角 和 矩阵 包括 对 角 和 矩阵 作为 特殊 情形 . 
对 于 两 个 有 相同 分 块 的 准 对 角 和 矩阵 
ü ° ñ ° 
A, B. 
А = ,B = 
О А,) LO В,) 
如 果 它 们 相应 的 分 块 是 同 级 的 ,那么 显然 有 
14,B， о] 
| А,В, | 
АВ = | f 
| О АВ), 
(А,+В, O | 
А, + В, 
А +В = 
| О дав. 
它们 还 是 准 对 角 和 矩阵 . 
其 次 ,如 果 A A, A 都 是 可 道 和 矩阵 ,那么 
| О) fa O | 
|. e | 
| | | | 
LO А,) о А, | 


$6 ЮЖ Ж В 


这 一 节 我 们 来 建立 矩阵 的 初等 变换 与 矩阵 乘法 的 联系 ,并 在 
这 个 基础 上 ,给 出 用 初等 变换 求 逆 矩阵 的 方法 . 

定义 10 HANER 马 经 过 一 次 初等 变换 得 到 的 年 阵 称 为 
初等 矩阵 

显然 ,初等 矩阵 都 是 方 阵 ,每 个 初等 变换 都 有 一 个 与 之 相应 的 
初等 矩阵 . 互 换 矩 阵 Е 的 i 行 与 j 行 的 位 置 ,得 


(1 1 
1 
x 0 1 Же 
1 
PC -| | 
| | | 
x 1 0 „п 
x | 
| 1 
用 数 域 P 中 非 零 数 c ЕЕ Юг 17,9 
[1 | 
Е с £. 
人 | 
1 , 
| | 
| J 
把 矩阵 Е ну J 47 WJ k 倍加 到 17,8 
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мә 
`N 
= 
sS. 
N 
< 


= 
mn 


P(i,j(k)) 


рад eco 


. 
| 


同样 可 以 得 到 与 列 变换 相应 的 初等 矩阵 .应 该 指出 ,对 单位 矩 


“ чч — Ф `` F í р 5-8 — 


阵 作 一 次 初等 列 变换 所 得 到 的 矩阵 也 包括 在 上 面 所 列举 的 这 三 类 
和 矩阵 之 中 . 壁 如 说 ,把 的 i АЈА 倍加 到 ; 列 , 我 们 仍然 得 到 


Ai | O er 119,30 E By IWH AR 22 J 733 IN пу YJ ТУ IY 2-0 


P(i,j(k)). 因 之 ， анаан. 


4l ЕН 5 Е ДЕ >= <7 ВПГ DI 48 | 


AIIN AET IN ÍA 的 定义 М. PF "у A TS 23 
| Xn 
° 
x 
/ 


引 理 ”对 一 个 s жЕ A 作 一 初等 行 变换 就 相当 于 在 A 


ñi = +H ЭЕ Н га < 


< уф А Pe 3y у ЛЕМ 就 相当 
HH 人 工 和 好 个 二 4HALHY 5 ^ PESA A TP DT? LIN DNT A 


# 
于 在 А 的 右边 乘 上 相 应 的 初等 矩阵 ， 


n 
证 朋 我 们 只 看 行 变换 的 ТЕ É, 列 变 换 的 情形 可 IPI TF HL. 
A — 
IT 


A krs 
JSF М. 
n x 


N 


В = (6b; ) 为 任意 一 个 sx 88, A1,A,,…,A, 为 A 的 
矩阵 的 分 块 乘法 ， 


(bua A. T „А, + “+ b1A, | 
by А, + by A, + + b, A, 
ВА = 21 1 22 2 2 


oA, +b,A,+ +b, A, 


А, i 行 
(2,3)А= |: |, 
А, j 行 
| ` 
1А, ) 


а 
об 
O09 


Р(;(с))А = 


ÓN w X 9 // у== 


СА, 


А 
V A, 2 


这 相当 于 用 c EA 的 i 行 . 令 B=P(i,j(k)), 得 


РА А ` 


A; + kA, |i 47 


P(i,j(k))A = 


这 相当 于 把 4 的 7 行 的 & 倍加 到 i 行 .1 

不 难看 出 ,初等 矩阵 都 是 可 道 的 ,它们 的 逆 矩 阵 还 是 初等 矩 
阵 .事实 上 

P(i,j) '=P(i,j),P(i(c)) =P(i(c )), 
P(i,j(k)) '= P(;,)j(—k)). 

在 第 二 章 $ 5 我 们 看 到 ,用 初等 行 变换 可 以 化 简 和 矩阵 .如 果 同 
时 用 行 与 列 的 初等 变换 ,那么 矩阵 还 可 以 进一步 化 简 . 为 了 方便 ， 
我 们 引入 : 

定义 11 AEBEA 与 B 称 为 等 价 的 ,如 果 B 可 以 由 A 经 过 一 
系列 初等 变换 得 到 

等 价 是 矩阵 间 的 一 种 关系 .不 难 证 明 , 它 具有 反 身 性 、 对 称 性 
与 传递 性 . 

定理 5 任意 一 个 ;Xn 矩阵 4 都 与 一 形式 为 


— 

ә 

O © 
© 


) 1 
0 0 0 | 
(o 0 … 0 0) 
的 矩阵 等 价 , 它 称 为 矩阵 A 的 标准 形 , 主 对 角 线 上 1 的 个 数 等 于 
4 的 秩 (1 的 个 数 可 以 是 零 ) ИЭ 
证 明 ”如果 4 = O, 那 么 它 已 经 是 标准 形 了 .以 下 无 妨 假定 
4 天 0. 经 过 初等 变换 ,4 一 定 可 以 变 成 一 左上 角 元 素 不 为 零 的 和 矩 
Pe. 
当 au 天 0 时 ,把 其 余 的 行 减 去 第 一 行 的 cl a (i = 2,3， 
5) 倍 ,其 余 的 列 减 去 第 一 列 的 cu av (j=2,3,…,n ) 倍 .然后 
an 乘 第 一 行 ,4 MER 
[1 0 -e 0] 
|o | 
соол | 
Lo | 
А, 是 一 个 (s 一 1) Xx (n -1) 的 矩阵 .对 А, 再 重复 以 上 的 步骤 .这 


— ba 


样 下 去 就 可 得 出 所 要 的 标准 形 . 


H SR k= yt: IU £h каН ZL т. ЧЕ ЧЕ?» УА L 1 пл АЫ a n МЕ 
МИ НЫ JA JU ый эш ый НЈТА U sy Ј GLAN MEAL 1 HJ | A. HH DJ 可 


变换 不 改变 矩阵 的 秩 ,所 以 1 的 个 数 也 就 是 矩阵 A 的 秩 . | 


А co 0 |ә 一 一 全 АЧ e Р. У. 3 д Tr. 


ВІ 用 初等 变换 将 下 列 抢 阵 化 为 标准 形 ， 


(1 1 3 ú 

1 3 2 5 
А = 

É 2 6 , 

2 4 5 6! 


мы 
е) 
©з 
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f 1 3 | | 0 0 Q) 
0 2 -1 4 0 2 -1 4| 
A— — 
00 0 5 0 0 0 5 
(0 2 -1 4J 0 2 -1 4 
поо ео пово гооо 
| 
0 0 0 5 0 0 0 5 0 0 0 1 
oo o O оооо! (о о о о, 
(1( 0 0 O) 
0 1 0 0 
0 0 1 O 
lo 0 0 о 
根据 引 理 ,对 一 矩阵 作 初 等 变换 就 相当 于 用 相应 的 初等 矩阵 
去 乘 这 个 矩阵 . 因 之 ,矩阵 А,В 等 价 的 充分 必要 条 件 是 有 初等 抵 
阵 Pie, P Q ‚О, 使 
А =P, P, PBQ, Q: Q. (1) 
n Я Шу PR 3 n ,所 以 可 道 矩 阵 的 标准 形 为 单位 矩阵 ; 
反 过 来 显然 也 是 对 的 .由 (1) 即 得 
定理 6 n BEFA 为 可 递 的 充分 必要 条 件 是 它 能 表 成 一些 
>п ZE rE; tE ñi siz 80 . 
SIPAS YA: 
A = 0,0, · Q, | (2) 


把 (2) 改 写 一 下 ,有 
因为 初等 矩阵 的 逆 和 矩阵 还 是 初等 矩阵 ， БИТЕ A 的 左边 乘 初 
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(3) 


ч 
Га” N / 


(4) 


可 逆 征 阵 总 可 以 经 过 一 系列 初等 行 变换 化 成 单位 年 


推论 2 
以 上 的 讨论 提供 了 一 个 求 道 矩阵 的 方法 . 设 4 是 一 nn Ra 


一 人 


МУ 


14010 
1 2 1 0 0 


ror 


按 和 矩阵 的 分 块 乘法 ,(4),(5) 可 以 合并 写成 


A 


(А Е), 


1 4 0 1 O 


— таш) 


(6) ДЕК Y — +" F Ik >* 2: EB EE BJ ЛУК. fE n Х2п E РЕ 


кай. 


(4), (5) АСЕЕВ, RII ЖЛЕ ЖЕ НГЕ Р 


в... 


1 1 40 1 O) 1 1 0 6 -3 2) 
一 -01 04 -2 11-01 04 -21 
0 o -2 3 -2 1) lo o -2 3 -2 1) 
по oag [б чо 
——>|0)1 0 4 -2 1|——>|” 4 ° 4 一 人 1 
0 0 -2 3 -2 1 o o1 -5 1 -5 
于 是 
2 -1 1 
аа 
-3 


A-!= | 
1 
Е l -5 


当然 JEE 1 BH , BJ 2⁄4 Е BEA DI S£ 21 ЗЕ Ж 4k u А УЯ 
BF, X ski ГАЈА КА EE B y A. 


将 分 块 乘法 与 初等 变换 结合 就 成 为 矩阵 运算 中 极端 重要 的 手 
B. 
现 将 某 个 单位 矩阵 如 下 进行 分 块 : 
E, 0) 
[о Е,] 
对 它 进行 两 行 ( 列 ) 对 换 ; 某 一 行 ( 列 ) 左 乘 ( 右 乘 ) 一 个 矩阵 Р; 
一 行 ( 列 ) 加 上 另 一 行 ( 列 ) 的 P( 矩 阵 ) 倍 数 ,就 可 得 到 如 下 类 型 的 
— № £H RE. 


[O E,) [Р O] [E, О] 

>= || m Pla bl’ 

(Em UJ (WVU K, J] (U к) 
E. P) [E o 
[О E.J (P_E,) 


Я Жл ЖЕЕ ШЕ ЕЭ МЕ ЛЕ Ма АЧ 3: Z FI Yx ЕБ Е E ЗБ (T _— _ АХ 
IH УЛ г АМЕ PT J UJ Бал >< LA UI AN ANS и $ 714 Салыш, PT Z L. у р Р 1 
分 抉 矩 阵 
с р) 
C D?’ 
只 要 分 块 乘法 能 够 进行 ,其 结果 就 是 对 它 进 行 相 应 的 变换 
Оо E, |А BN С DN 
| "J | — | |, (1) 
ГЕ, ОЕ B j 
[та рв 
ое Ы |, (2) 
О Е, с р 
Е„ О p И А В | (3) 
Р Е,)\С D C+PA D+PB) 


同样 ,用 它们 右 乘 任 一 矩阵 ,进行 分 块 乘法 时 也 有 相应 的 结果 ,我 
们 不 写 出 了 . 


在 (3) 中 ,适当 选择 P, 可 使 C+ PA = О. Йі А 可 逆 时 , 选 
m — _ А-1 M OLL mA — гу = (ауд ааыр. 
Р СА ,J C+ PA = О. TÉ (3 ) BJA Mm BX, 73 
( из 


这 种 形状 的 矩阵 在 求 行列 式 、 逆 和 矩阵 和 解决 其 它 问题 时 是 比较 方 
便 的 ,因此 (3) 中 的 运算 非常 有 用 . 


下 面 举 些 例 子 看 看 这 些 公 式 的 应 用 . 
例 1 
A О 
r= [c D) 
A, D й, Т. 
由 
| = одо) а о! 
[CA Е, |с DJ lO р)! 


Кс 


r, = [2 в). 
C D 
设 T, 930, D MŽ, WEA - BD C) ' 存 在 ,并 求 Ti !. 
H 
P | А В - [A780 7с ° 
LO Е, Р p)” c D) 
而 右 端 仍 可 逆 , 故 (4 一 BD `' C) ' 存 在 . 
再 由 例 1, 知 
(A—- BD IC) О | 
-р'с(А-Вр 'C) ' р!) 
| (A-BD 'C) ' -(4– Вр 'С) 'Вр `` | 
"| отса вро D'OCA BD Сул нр D” ` 


í 
T=] 
\ 


例 3 证 明 行 列 式 的 乘积 公式 | A4B|=|141|B|. 


(4) 


>K ET r Ec У. Р Ш h zn ЖЕН [£ Б Жп МЕЛЕ НА р > Z | 
КА ЖУ э Lu ZG FS HI 2⁄3 — ЖУ Сы Мни LJ T AC. T' J ШУЛ Бик 2 LAS HINA N АХ x ZJ 
( m zx ` ( m A С 
Is, U G., A 
P Р,, Р, + Р, Р = 
11 Ё 12 1 1 [О Е О Е 


2 


又 由 P; 所 对 应 的 初等 变换 是 菜 行 加 上 为 外 一 行 的 倍数 , 
行列 式 的 值 , 故 


[E AJ А О\ p P. [^4 9) 
lo ЕЈ\-Е в/| | |-E B| 


Í“ v 一 一 一 


Е 
_| А | -141181 (第 = 256 3.) 


|-Е B| 
但 (4) 的 右 端 可 经 ”个 两 列 对 换 变 成 
АВ О 
Р -中 
故 
| o АВ},  „|АВ О | 
-E В| [В -E| 
= (- 1)" | АВ 11-Е |=] АВ |. 
这 就 证 明了 
А В| = ABI. 
04 i А=(а,),,,, Н 
а у Aik 
: |Z0,1<¿;=<n, 
aa ° аы] 


证 明 对 n FARE. 
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它 不 改变 


ЕЕ = 
PITE 


(B, O)[A, В 
Lo 1Ј 10 -cA B+a, 


| 
J | о 
这 时 矩阵 已 成 为 上 三 角形 了 .将 两 次 乘法 结合 起 来 就 得 到 ; 


~»_ (B; о | [ Е o) | В, 
© lo ıjl-aa 1) |-вА;'! 
此 即 所 要 求 的 下 三 角 和 矩阵. 
2) 题 
1. iZ 
3 1 1 1 1 -1 
Da- lz 1 ,| s- l -1 |, 
(1 2 3) u 0 1 


ч 


(а b c) (1 a c} 
2)A=|c b a|, B= |1 b | 
1 1 l c a 
计算 АВ, АВ- ВА. 
2. 计算 : 
2 1 1 1 5 
ку,» 2 a 
1) 3 .1 01; 2) ; 
| | | -4 -2| 
О 1 ZJ) ` 4 
(1 |" [ соз @ -singl 
3) ; 4) ; 
0 1 sin ф cos Ф 
[4 34 \ ( 4 \ 
1 
5) (2,3,-1)| 1), |-1[(2,3,-1); 
-1 -1 
L ) L J 
k a) x f=) 
6) (х,у,1) ар ûn b2 y; 
P b, |, 

( 1 —1 -1 —-10° ( 1 -1 -1 -1\” 
– 1 1 -1 | -1 1 -1 -1 
7) ; ; 
—1 -1 1 -1| |—-1 -1 1 -1 
(1 -1 -1 1) 1 -1 一 1! 1 


3. i Ше 一 a, A” + a А". +... + йы › А 是 一 个 M x n 矩阵 ,和 定义 


f(A)=aoA” +а A” i teeta E. 


| 2 1 1 


1) aa aaah, l N. 
1 -1 0 
{ 


2) А) = А –- 5А +3,А = 


— r 
© N N 
Ф 一 一 
一 © «© 
[| 
= 
A 
N 
个 — 
md — 
一 © 
ti 
< 
— 
w— 


设 


а: Е, 


其 中 А, E n, 级 矩阵 (; 


‚г). 


1, 


(a,),, „. ME BJ ; 


E, A, JRA Ц А5: 时 a = 0.4 £2Z j Ва, = 0, Н 


2) 如 果 АЕ, 
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а; = а,; $ 
3) WR A 与 所 有 的 РЕН, ВБА А 一 定 是 数量 和 矩阵 Вр 
А = аЕ. 

8. ШЖ АВ = ВА , АС = СА ЕВН :А(В+С) = (В+ С) А; А (ВС) = 
(ВС)А. 


9. ШЖ А = (B+ Е), Е.А? = А м {У В? = Е. 
10. ЖЕЕ 4 称 为 对 称 的 ,如 果 A = 和. 证明; 如 果 A БЕКЕЕВ Н 


A"=O, 那 么 A=0. 
11. А,В 都 是 nxn 的 对 称 和 矩阵 ,证 明 : AB 也 对 称 当 且 仅 当 A,B 可 
12. 和 矩阵 4 称 为 反对 称 的 ,如 果 A = – A. 证 明 : 任 一 nxXxn 和 矩阵 都 可 
表 为 一 对 称 和 矩阵 与 一 反对 称 和 矩阵 之 和 . 
13. Ў s= ritarit tai, k=0,1,2, 3a; = 5+,-›,1,) = 1,2,0, 


n . UE BH : 


la, | = | | Cr; - z,) 
i<} 
а À >л. А = АУ; АС Me УТ nonn + —⁄ A Jb ZE> Ач Pe n A m __ ANAN bh 
14. IX А Æn n Е, ИЕН: НЕ nasan HF2Z— AE PF B IX AB = U Hy 


充分 必要 条 件 是 | A| = О. 


15. 2 A Jen X n 矩阵, 如果 对 任 一 维 向 量 和 = 


那么 A= O. 
16. 设 了 为 一 r>xr 和 矩阵 ,C 为 一 r Xn ЖЕЕ, НЖ(С) = г.1ЕВЯ: 
1) ШЖ BC = ОЯНА В= 0; 
2) ШЖ BC = C ,BJËZ В = Е. 


17. 证 明 
Ж (А + В)<ЖҖЖ(А)+ЖЖ (В). 
18. 设 A,B 为 n Xn 和 矩阵 .证 明 ; 如 果 AB = O ,JË Z 
+ // А \ 1 НИ ао \ 7 
TAN A J Т TA ND J =< rt . 


19. 证 明 : 如 果 4 = О, 2 


e JAN 。 
еч 


20. 求 4 ', 设 


5) A 


? 


BAA, CUORE, RX]. 


设 


22. 


w 


N 


2 5 4 -6 
1) Х = ; 
1 2 1 
\ `) L ) 
| 1 =H f -1 || 
2) 0 2 21X=|1 i Oj; 
(1 -1 0j (2 1 1) 
i i i 1 1 2 1 0 0 0) 
0 1 1 1 1 1 2 1 0 0 
3 10 0 l 1 1|Х=|0 1 2 0 0 
0 0 0 0 | F 0 0 1 : | 
1 1 —] (1 -1 1 
4) Х\0 2 2|= |] 1 O. 
(1 -1 0) (2 1 1) 
24. 证 明 : 
1) 如 果 A 可逆 对 称 ( 反 对 称 ) ,那么 4 ”也 对 称 ( 反 对 称 ); 
2) 不 存在 奇数 级 的 可 逆反 对 称 和 矩阵 ， 
25. ЖЕ A ,) 称 为 上 (下 ) 三 角形 和 矩阵, 如果;i>7<7 门 时 有 a, = 


0. tE BH : 
1) 两 个 上 (下 ) 三 角形 和 矩阵 的 乘积 仍 是 上 (下 ) 三 角形 矩阵 ; 
2) 可 逆 的 上 (下 ) 三 角形 矩阵 的 逆 仍 是 上 (下 ) 三 角形 矩阵. 
26. 证 明 ; 
A= Aat, 
HH A пхп ЖВЕ(л222). 
27. 证 明 : 如 果 4 是 关 < 7 和 矩阵 (7 之 2) ,那么 


л. ЗСА) = л 
(А) =< 1. Щ(А) = п 1 

бу МЛН AN -一 1 

‘~U ч TA N A ДАМ ñm 1 


28. 用 两 种 方法 求 


02 ` 


K’ 


的 逆 和 矩阵 (1) 用 初等 变换 ; 
(2) Ж 4 中 的 划分 ,利用 分 块 乘法 的 初等 变换 .( 注 意 各 小 块 矩 阵 


\ 
J 


29. А,В 分 别 是 2 x m Mm x n ЖЕЕ. ПЕВ 
|E, B| 

| =|E -AB| = |E, - BA |. 

A E, 


30. 4 ,如 如 上 题 ,天 0. 证 明 
|AE, – AB|=4" "|AE, - ВА |. 


A 充 题 


І. 设 4 是 一 个 xx 和 矩阵 , 秩 (4)=1. 证 明 : 


(а, \ 
а) 
1) А = (b, b. ... b \. 
РА |: В l 9 2 9 9 п 7 9 
(а, ) 
2) А? = 2А. 


2. ЖА 2х2 ЖЕ, ЕВ: A' = 0,122,854 А? = О. 
. BA 为 nxXn 和 矩阵 ,证 明 : 如 果 A’ = Е, А 
Ж(А+Е)+Ж(А-Е)=п. 


++ АН xR Н А?— А ЕНН. 
. хх A РЈ Нн Jj PT x TL га А.И 74 。 


Ж‹(А)+Ж(А-Е)=л. 


(AN 


4 


(А*`)‘ = | А["?А, 
其 中 有 和 A 是 nxn # (н >2). 
б. A,B,C,D 都 是 nxn ЖЕЕ, Н |А |50, АС = CA. 证明: 


М) 
CY 
Ü) 


7. R A 是 一 n X n ЖЕЕ, НЖ(А) = г. ЕВ: — n X n n| W E ЕР 
使 PAP ”的 后 п- r 行 全 为 零 . 
8. 1) 把 矩阵 
| а 0 
m 271) 
L J 
表 成 形式 为 
Gaa LA 
x 
与 (1) 
0 1 x 1 
\ J Ó ) 
的 和 矩阵 的 乘积 ; 
2) 设 
ИН 
А = 
(E 4) 


为 一 复数 矩阵 ,14|1=1, 证 明 :4 可 以 表 成 形式 为 (1) 的 矩阵 的 乘积 . 


Æ = Z 


N әл. а = АЎ; Ач mi | a | _ а Yr nn a ZT w . WATANA YSANAZ M2 
3. X A nxn EPF, A S1, WPR: A H ARAE, JAR) IAR 


初等 矩阵 的 乘积 
10. 设 
А = (а, ),, ,B= (b; ),m ° 
ИЕВӉ: 


Ж<(АВ)>Ж(А)+Ж(В)-т. 
11. 和 矩阵 的 列 ( 行 ) 向 量 组 如 果 是 线性 无 关 的 ,就 称 该 矩阵 为 列 ( 行 ) 满 秩 
的 . 设 A 是 mxr 和 矩阵 , 则 A 是 列 满 秩 的 充分 必要 条 件 为 存在 mx m A% 


КЕР 使 
pl 
А-ро. 
同样 地 ,A 为 行 满 秩 的 充分 必要 条 件 为 存在 >x r 可 逆 矩 阵 @ 使 
А=(Е„ О)0. 


12. mX n Ж А 的 秩 为 r , 则 有 mX r УНЕ Р 和 xr x 的 行 满 
秩 和 矩阵 Q ,使 A = PQ. 


N 
< 
+. 


第 五 章 二 次 型 


S ГР 2 2 
在 解析 几何 中 5 我 们 看 到 ? 当 坐 标 原 点 与 中 心 重 合 时 ,一 个 有 
心 二 次 曲线 的 一 般 方 程 是 


d 一 
yal 
H 
A 
сў 

x 渤 
> 
|| 
>£ Q 
Е 
= 
с 
= 
Е 
洒 
Ж 
2| 
Ne 
[ 
J3 
má 
UK 
= 
® 


) WE: 是 一 个 二 次 齐 次 多 项 式 . 从 代数 ,观点 看 ,所 谓 化 
标准 方程 就 是 用 变量 的 线性 替换 (2) 化 简 一 个 二 次 齐 次 多 项 式 ， 
使 它 只 含有 平方 项 .二 次 齐 次 多 项 式 不 但 在 几何 中 出 现 ,而 且 在 数 
学 的 其 它 分 支 以 及 物理 力学 中 也 和 常常 会 碰 到 .这 一 章 就 是 来 介绍 
它 的 一 些 最 基本 的 性 质 . 

设 P 是 一 数 域 .一 个 系数 在 数 域 P 中 的 并 > 的 一 
к ДЫ ` Ñ › АТМ x<. LL. XA N І J HJ List| 9 HJ — 
次 齐 次 多 项 式 
C — 2 LA 1 
Д(\х,,х›,°›х„)=ауту+2а,хут; + 
t2a,,zƏ =, + а»; + +2a,,z; £, + 
+ > 2 ( 
Гал д \ 


Ж © 


称 为 数 域 P 上 的 一 个 ”元 二 次 型 ,或 者 ,在 不 致 引起 混 清 时 简称 


” 205 


=>” + = p 
Ti Хрл T 


就 是 有 理 数 域 上 的 一 个 三 元 二 次 型 .为 了 以 后 讨 : 
(3) 中 ,xiz (i < ;)Ë 2 写 , 
MEJLA rH — E ,在 处 理 许多 其 它 问题 时 也 常常 希望 通过 变 


ак ыгыр у | 


量 的 线性 替换 来 简化 有 关 的 二 次 型 .为 此 ,我 们 引入 


тез \\) - uv _ sos з зм, ... 2. E rH ог Z Z= r Fre Arie р 
ЕЖ IX T I. Z. YY ZE PJ ZH ХУ, Я ЯХТЕ ЯХ ЯХ Г 
中 的 一 组 关系 式 
Ly ZC Yi Caya t T c,,y, › 
Ta = Сэ Y! + Сэ Уэ +... + ConVn ° 
(4) 


х, = СУ, T Cpa y: +T °° + cy, 
А 如 果 系数 行列 式 


с, 10, 
那么 线性 替换 (4) 就 称 为 非 退化 的 ， 
Че ЕВЕ 么 它 就 是 非 退 化 的 ,因为 
| ep inn| 
| | = 10. 
| sin 0 cos 0 | 


不 难看 出 ,如 果 把 (4) 代 入 (3), 那 么 得 到 的 yl ,…, y, 的 多 项 
式 仍然 是 二 次 齐 次 的 . 换 句 话说 ,线性 替换 把 二 次 型 变 成 二 次 型 


研究 二 次 型 在 非 退 化 的 线性 替换 下 的 变化 情况 就 是 本 章 的 主要 目 
ВА. 


ҮЕ КЕ, ЖЕЕ 192700 T R. , Nk 3k lai — 


н ҥ ZË FEL. +E Н ЕН tr: [Уе з == — 
E ЈАК [+ FT TA JH A РАХ АХЛУ. 
令 
й«“а@„, 1%] 
rH + 
H J 


В 15] — ye Jj / 2) l PJ Ez rt 
JAU A —— VN 14 NJ S ' 4 WZ — HA 
_ 2 | 
f(xi, T2, ‚х„)=ауху+ацулхухл› tt алу, 
‚ ‚ >, ‚ 
та) х2 та) 2) T °° TATT, 
2 
+ а з „Х| + @„2 „27, ++ а „„Х n 
t n n 
Laud Lad АЕА) \ ХУУ 
i=l j=l 
ну (< ү = Ж HERR —A p X n FH IE 
JUANIZ H J AN IA 41 AAN I fL `n ГТ 
qi а): Ain 
а An `` Aln 
A= , (6) 
аһ U2 йы) 
— д — — ° ` __ 
ЕАК (5) АЈЖЕВЕ. На, =a, i,j= 1, ,2 所 以 
A= А’ 


Еч 


于 是 ,二 次 型 可 以 用 和 矩阵 的 乘积 表示 出 来 : 


[an ai °° a, | fxi) 


а аз o An x. 


X АХ = (хжуү,л», £, ) 


¿=1 7=1 
f(z ,z,,""' z,)= X'AX 
riz322 = Z| — y/> Til / 2 N h KE. [r А ñh E M L: Hj =h п 
MZAA pJ, — UV BUJE А НУЛЬ А, ы ij на, = G; ll 
是 它 的 riz, y 的 系数 的 一 半 ,而 a, Ë: z+ 页 的 系数 ,因此 二 次 型 利 
它 的 矩阵 是 相互 唯一 决定 的 .由 此 还 能 得 到 ,大 二 次 型 
Ll . y ss > \— w AA vV — W' mx 
J Z ,Z,, Z, )= À АА = À DÀ 
HA =A,B =B,)JIJ A=B. 
< 
[Си C12 су») 
сә Ca `* Cox У2 
.C= "| ,Y=|. 
сы Cn2 Ан C nn | у, J 
于 是 线性 替换 (4) 可 以 写成 
| Си C12 ` Cin | [21 | 
ЕЕЕ C22 ` can | |52 | 
|=, ) Le Cn2 сы. Ly.) 
或 者 
Х = СҮ. 
我 们 知道 ,经 过 一 个 非 退 化 的 线性 替换 ,二 次 型 还 是 变 成 二 次 
型 .现在 就 来 看 一 下 ,替换 后 的 二 次 型 与 原来 的 二 次 型 之 间 有 什么 
Z нох ым +L Mb +Ë +ë, БЕ i — УА» Tüll h АЧ ПУ > 
NIN 也 就 是 说 , 找 出 替换 后 RJ — UA = HJ AE Ff —) JS — (UA. = RJ A= P+ <. 
间 的 关系 . 
rL 
设 


Ф 这 里 我 们 把 一 级 矩阵 (a ) 与 数 a 同等 看 待 . 


。 эло 
` <UO 


f(x . r )=X АХ.А=А” (7) 


JN Zis T23° 9-6 р 7 “<à (Xx 9 13 


是 一 个 二 次 型 , 作 非 退化 线性 替换 


==”? a < = 


J(z2,,zZ; '"' z, )= ХАХ= (СҮ) А(СҮ) = YC'ACY 
=Y (C'AC)Y= Y BY. 
容易 看 出 ,矩阵 САС 也 是 对 称 的 .事实 上 ， 
(САС) = С'А'С” = С'АС. 
由 此 , 即 得 
В = CA4C. 
这 就 是 前 后 两 个 二 次 型 的 矩阵 的 关系 .与 之 相应 ,我 们 引入 
定义 2 数 域 P 上 nx n ЖА, В 称 为 合同 的 ， 如 果 有 数 域 
P Е яр) л X n 矩阵 C ,使 
ст. n, Po CAG. 
合同 是 矩阵 之 间 的 一 个 关系 .不 难看 出 ,合同 关系 具有 
1) 反 身 性 :A = E AE; 
2) 对 称 性 :由 B= САС 即 得 A4=(C ')'BC ' 
3) 传递 性 :由 A, = C'14C, ЖА, = C;A, С, 即 得 


A,=(C,C,)A(CC 
N < 1 


<a 2 V 71 2 / Va? 

[4 2, EIEREN ЖЕНЕ, EE IRK 
矩阵 是 合同 的 .这 样 ,我们 就 把 二 次 型 的 变换 通过 抢 阵 表示 出 来 ， 
为 以 下 的 讨论 提供 了 有 力 的 工具 . 

最 后 指出 ,在 变换 二 次 型 时 ,我 们 总 是 要 求 所 作 的 线性 蔡 换 是 
ЧЕН /L nh ОП f LE. oa F EL Fa Aih HH Oy AU Er zn ВА == Et ЧЕ 
ч A HJ - 2 Jü JJ -L A x — MW ZA A УНУ, A ZJ — jY > DN №. J Ar 


Х=СҮ 


< =. 


是 非 退化 时 ,由 上 面 的 关系 即 得 


v= ly 
< е 


这 也 是 一 个 线性 替换 , 它 把 所 得 的 二 КАЕР. 这 样 就 使 我 们 从 所 
得 二 次 型 的 性 质 可 以 推 知 原来 二 次 型 的 一 些 性 质 . 


о A L— wh т^ 
з= Th ЦЕ JØ 


现在 来 讨论 用 非 退化 的 线性 替换 化 简 二 次 型 的 问题 . 
可 以 认为 ,二 次 型 中 最 简单 的 一 种 是 只 包含 平方 项 的 二 次 型 


AAA 9 —— VN — ITA I T у 1 Аслу о н 


dixi + d,z; + +а,к,. (1) 


定理 1 数 域 P 上 任意 一 个 二 次 型 都 可 以 经 过 非 退 化 的 线性 


> -re ia TTF 06 Tre / 4 \ LE, TT? 1 


и 
Ж 
E 
卡 
> 
2 
= 
Sag 
h ` 


对 于 n=1, Z KERE 
f(x.) 11 之 


已 经 是 平方 和 了 . 现 假定 对 n -1 元 的 二 -次 型， 定理 的 结论 成 立 . 
ВРІ 


分 三 种 情形 来 讨论 : 
1) a; (i=1,2,…,n) 中 至 少 有 一 个 不 为 零 , 保 


N 
— 2 ч | 
f(zm iz," TZ, )= aurit >a I Z; + >) аах, 
j=2 i=? 


Мә 
кы 
CY 


i=2 J-2 
n n n 
2 СА \ 
ааху+2 >,аулулх, + > ахх, 
j= 2 i=2 3-:2 
n , 
__ / ША! 一 上 \2 -1 / < \2 
= аџ\ху + 2, an a, ) ~an (| az, | 
j=2 172 
n n 
SY 
>, 2 42:0) | 
i=2 J=-2 


— -1 - q 
= а(х, + J araz) _ 24 дд 


= 2 єє? y=2 
Yx EH 
А == 
п н n „ n “H 
УХ -1 У) V — x 
> L D xix, — ац ( laz, ) + У, > a, XiT, 
i=2 j=2 j=2 i=2 р= 2 


是 一 个 T. Ж3,°°°,.К„ 的 二 次 型 . 令 
n 
л 1 
Ё = +, + > an ах,» 
‚=? 
IWINA 
\ 


Yun = x, э 


уш 
< 


n 


_ _ Xl 1! 
Tı = Уу 24 dui, э 


= 2 


Ta = Уә, 


T+, 一 У, » 


这 是 一 个 非 退化 线性 蔡 换 , 它 使 


由 归纳 法 假定 ,对 D У) yy 有 非 退 化 线性 替换 


于 是 非 退化 线性 替换 
Zı T Y1» 
f =с»у; T + Conyn， 
K Cn2 V2 T + СУ» 


就 使 F(zi ,zs ，…,z,) 变 成 


f(x, ‚ж,б, z. )= аца + 4, z; ә + dza 5 
即 变 成 平方 和 了 . кк 原理 ,定理 得 证 . 


— 
B 
| 
N 
+ 
N 
N 


它 是 非 退 化 线性 替换 , 且 使 


EF s T2 , z, )=2a, zx, + ... 


= ә. 2 an 2L 
— &G 12 < 1 26412 9 "' 9 
上 式 右 端 是 z , z, ，…,z, 的 二 次 型 ,日 zi 的 系数 不 为 零 , 属 


Q, = ау = = Ra, = U. 


/(ху,х›,'7›,хж„) = > > а; 32:2, 
是 。- 1 元 二 次 型 ,根据 归纳 法 假定 , 它 能 用 非 退 化 线性 替换 变 成 


У. 0 п 
T J TWH., 


这 样 我 们 就 完成 了 定理 的 证 明 . | 


ЁР. АА mi- 
不 难看 出 ,二 次 型 (1) 的 和 矩阵 是 Xx ХНА ЕЕ, 
а, xz? +d, x} + + d,z° 


d, 0 … 01fzi 
0 d, +. 0 | M 
(0 0 … d, | (£a) 


反 过 来 ,矩阵 为 对 角形 的 二 次 型 就 只 含有 平方 项 . 按 上 一 节 的 讨 
论 ,经 过 非 退 化 的 线性 替换 ,二 次 型 的 矩阵 变 到 一 个 合同 的 矩阵 ， 
因此 ,用 矩阵 的 语言 ,定理 1 可 以 叙述 为 : 

定理 2 在 数 域 P 上 ,任意 一 个 对 称 矩 阵 都 合同 于 一 对 角 逢 
ВЕ. [ 

定理 2 也 就 是 说 ,对 于 任意 一 个 对 称 和 矩阵 A 都 可 以 找到 一 个 
H| ⁄ 38 СЇ 


C'AC 
成 对 角 和 矩阵 . 
二 次 型 F(z ,zz,，…，,zv) 经 过 非 退化 线性 蔡 换 所 变 成 的 平方 
和 称 为 (zi,zz，…zv) 的 一 个 标准 形 . 
G| 化 二 次 型 


Tid — v x — 


f(z,,z;,zZ,)=2x xz +25153 — 6z;Z5 


Z; = í у», 
Хз уз, 
则 
Р(х1,22,23)=2(у + у,)(у,—у›)+2(у, + у) уз 一 
б\у—у2)Уз 
=2у1 一 232 —4у, у; + 8y; уз 
=2(у,— уз) —2y3 -2y + 8y уз. 
|с» ys 
Zx yo, 
W. 
Вр 
[э = лу + 23, 
=m, 
[ys = 23, 
则 
#(хү,х„,ху)= 221 225 + Bz, xz – 2z; 
= 2] — 2(z, —2е,) + 8x; — 222 
= 2е{ - 2(2, — 2z3) + без. 
最 后 令 
[wi 三 之 1， 
lw =z — 22,, 
Lw E Z3, 
ИП 


M’ 
м 
+. 


= 


+ бт» 


2w? 


2 2 
2 3 


=2 01 一 


f(z,,z;, £3) 


Hi 
| 


|Р 


3 
-1 
前 面 所 讲 的 配方 法 的 过 程 , 可 以 用 和 矩阵 写 出 来 .我 们 按 前 面 的 


每 一 种 情况 写 出 相应 的 矩阵 ， 


_ 


数 替换 为 


1. au 天 0. 这 时 的 变 


-1 


nr 
_ , _ `A. | 
之 1 — Yi 2201 41;У; » 
=? 


í 
| 


|, 一 yo, 


°, 


р” 
re 


< 


°° œ 


< 


为 计算 C AC, ,可 


u 
N 


G 22 “2 
а = (а, ,41n ) ,Al : 
(an2 йы ) 
于 是 AMC 可 写成 分 块 矩 阵 
[A АА jJ эу Ноч 74 INNT 
an в | 1 -an'a 
= ,C=  _ ; 
(a А, ) LO E, `, J 
这 里 а Ha їй E... У n - 1 级 单位 矩阵 .这 样 
, 1 О а 1 а 1 и ala 
С,АС, = 1? , 
- апа Е, .,) а А, ) LO 下 上。: 
а @ b 一 ы 
E ra) А „1 орго ГА! , 
UU i di ® ©) (UV n-i ) 
а 0 
lO А, -аџеа) 
m: 1 EL A 7 .. _ 1N v (f .. _ 1 AS Е kk; te 
A FT А, ar @ @ = | N£ LI AAAH lJAJTPAPABR FT 5 


为 对 角形 . 令 
1 O 
C, = 9 
O С 
于 是 
[1 O | [аң O \ (1 
С.С, АС, С, = , –1 , 
O G O А,-а,сва)(О 
(人 N) 
_ “11 U 
o p)’ 
I Ж&— ХН РЕ. 21 ] Bir ЖЕНУ) B] EE 
C=C.C 


ТУА 
210 ° 


Q ° 


УР О 8 A да 5 Ç Б ; £T H Ж ш. H Б; 
AC rtJ э РУ 2& LA 4А HJ 27 14 0—7 77 147 一 Le у ^ч, Иш к= JU AY — 3 J £ 7J 
т н EERIE БЕ SEESI STRE Z. , 

(n A . n 1 A s.. б \ 

U U U 上 U V 

0 1 0 0 0 0 

| | 

А 0 1 0 0 01. 
ОНР 124 
ЕНИР U U U U "| 

0 0 0 0 1 01 

0 0 0 0 0 + 1 


Wu | 


Et ФЁ 
МИ 5 
Р(1,:) = Р(1,:). 
Ач ti 
М: PF 
С,АС, = Р(1,:)АР(1,:;) 

就 是 把 A 的 第 一 行 与 第 ; 行 互 换 ,再 把 第 一 列 与 第 i 列 互 换 的 结 
果 . 因 此 ,C'’ АС, 左上 角 第 一 个 元 素 就 是 4, ,这 样 就 归结 到 第 一 
种 情形 

3.4a; = 二 0,i= 二 1,…,n, 但 有 一 a, 30,351 

与 上 一 种 情形 类 似 , 作 合同 变换 


As) 
P(2,j) AP (2,j) 


可 以 把 cv, 搬 到 第 一 行 第 二 列 的 位 置 ,这 样 就 变 成 了 配方 法 中 的 


第 二 种 情况 .与 那里 的 变数 替换 相对 应 , 取 
|! 1 0 0 | 
В -1 0 "| 
с, = 10 01 0 | ， 
и . | 
n 个 n 1 
V U U U 1 J 


于 是 C', AO, 的 左上 角 就 是 


也 就 归结 到 第 一 种 情形 . 
4 =0,j 


由 对 称 性 ， a, jJ =1,…,72 ,也 全 为 零 . 于 是 
[0 o) 
“lo a)’ 


A, п -1 НЕ. ЯЙ BE (о 1) х (п 1) Ярай 
矩阵 G 使 


G'A,G=D 
成 对 角形 . 取 
1 O 
с= | 2), 
\О G| 
r`” VaR e yt E 
<, AT ДУД АЈ mI. 
例 化 二 次 型 
f(z ,z;,r,)=2z=x xz; +252; 6T T3 
成 标准 形 . 
f(z ,x ,XxX;) 的 矩阵 为 
(0 1 1 
A= | 0 3 
1 -3 0 
取 
! 1 0) 
С,= 11 -1 0j, 
b oa 
[1 1 0) f0 1 1) f1 1 O| 
А, = С,АС,= |1 -1 0|[1 0 —3)|1 -1 0| 
0 0 iju -3 ojlo 0 1) 


再 取 


再 取 


А, 已 是 对 角 和 矩阵 ,因此 令 


=ð 
$a 


oN 
N 


Х=СҮ, 


f(zxi, x2,T3)=2y1 — 2у; + буз. 
33 唯一 性 


我 们 看 到 ,经 过 非 退化 线性 蔡 换 ,二 次 型 的 矩阵 变 成 一 个 与 之 
合同 的 矩阵 .由 第 四 章 $4 定 理 4, 合 同 的 矩阵 有 相同 的 秩 ,这 就 是 
说 ,经 过 非 退 化 线性 替换 之 后 ,二 次 型 矩阵 的 秩 是 不 变 的 .标准 形 
的 矩阵 是 对 角 和 矩阵 ,而 对 角 和 矩阵 的 秩 就 等 于 它 对 角 线 上 不 为 零 的 
元 素 的 个 数 . 因 之 ,在 一 个 二 次 型 的 标准 形 中 ,系数 不 为 零 的 平方 


阵 的 秩 有 时 就 称 为 二 次 型 的 秩 . 
至 于 标准 形 中 的 系数 ,就 不 是 唯一 确定 的 .譬如 上 一 节 的 例 

子 ,二 次 型 2ziz, + 2z z, — 6х„х»› 经 过 线性 替换 
1 1 3)[=>] 
| 


得 到 标准 形 
200 -2w + бз, 
而 经 过 线性 替换 
[1 1 1 \ 
e) + [> 
a-h 41-1 
2 | 2 3 У2 
У 3 lo 0 1| N. 3 
\ 3; 
就 得 到 另 一 个 标准 形 


252-52 + 2 y. 
这 就 说 明 ， ,在 一 般 的 数 域 内 ,二 次 型 的 标准 形 不 是 唯一 的 ， 而 与 所 


FEARI ЖОЙБОЙ КИНЕ 来 进一步 讨论 唯一 性 的 问 


< = > „> < — 


题 . 先 看 复数 域 的 情形 . 
设 f(z ,zi，,… ,x,) 是 一 个 复 系数 的 二 次 型 .由 本 章 定理 1 


经 过 一 适当 的 非 退 化 线性 符 换 后 ，, (XK1，X2，"… ,Xs ) 变 成 标准 形 . 
不 妨 假定 它 的 标准 形 是 


diyi +d, y +: +d y, 4,550, i=1,2,…,r. (1) 
2, 


ЭЯ r RÆST T, ) 的 矩阵 的 秩 . 因为 复数 总 可 以 开平 
方 , 我 们 再 作 一 非 退 化 线性 替换 
Han 
x Ja, 19 
| 1 
y, 一 Zp’ 
“Суй (2) 
| У„+1 — 2, + | 
(1) Ж Ў 
z, + z+ + z° (3) 
(3) 称 为 复 二 次 型 fri, r: e z, ) 的 规范 形 .显然 ,规范 形 完 全 


£ .x— aa РР Al, w. x. 


被 原 二 次 型 矩阵 的 秩 所 决定 ,因此 有 


þm 


Ap pla 2... Мн Z jr hh — yea h + 
LX JA Tí Z ,Xi ) ZE — ARA НУ Аа. Н А 


过 某 一 个 非 退 化 线性 替换 ,再 适当 排列 文字 的 次 序 , 可 使 F(z， 
Lass L, ) 变 成 标准 形 

diyi t +d yh d, aya C U dy, (4) 
其 中 d; >0,i=1,…,r;r 是 f(xi,Xxi，…,X,) 的 矩阵 的 秩 .因为 
在 实数 域 中 , 正 实数 总 可 以 开平 方 ,所 以 再 作 一 非 退 化 线性 替换 


` 


| 
_ 1 
у=. (5) 


( 4 YF Zi F 
NN T / ЛУЫ 26. 424 
Zi ++ z. - z (6) 
(6) 称 为 实 二 次 型 F(zi,z，…，,z,) 的 规范 形 . 显 然 ,规范 形 完 全 
жо, т МВ ER H ез 
X r, p АУАЛЫ АЕ, 
ЕТТЕ u 385083 


证 明 定理 的 前 一 半 在 上 面 已 经 证 明 , 下 面 就 来 证 唯一 性 
л 心 一 YA Tt // N ZZ. >L AL. н ZL AP uL +k Фи 
Хк А21 JTI, T23 | T, JEL АЕ TG ZX, T+ £T T 
X = BY 
(2 м .. < Y=... + ... „2 _ ..2 — _ a2 
J 06109-02 9 Ар 7 J1 ' Yp Ур+1 Yr? 
而 经 过 非 退 化 线性 替换 
Х = cZ 


也 化 成 规范 形 
f(zi,z,, "7 z, )= zi tee +z zi — z. 
现在 来 证 p = q. 
用 反 证 法 . 设 р>. 
由 以 上 假设 ,我 们 有 


2 2 2 2__ 2 2 2 2 
y ++ ур Ур =e — y, — 2 + ° + < T Zg Т2 9 


其 中 


Z=C BY (8) 
5 
Би ё Ein 
C’ B=G= 521 82 San l 


з 
белга <>. < > rore 


于 是 把 (8) 明 日 写 出 来 就 是 


( 


с — 
<1 — 


II 


8 uy £ 12 Y £ 1Lnyn 
Za = gx Yi t gx y> +‘ + g,,y, 5 


ЕЕ (9) 


> 二 go ,VJ 十 og 
эп эл1 。 上 = 


考虑 齐 次 线性 方程 组 


э 
N 
Q 


( .„. + — .. +... + — ., = 
81121 ' 81222 ' ' & 1n2n У, 


Ea У + Еру t t быу = 0, 
41.71 9 ап (10) 


方程 组 (10) 含 有 n 个 未知 量 ， 而 含有 
qt(n-p)=n-(p-q)<n 
个 方程 ,由 第 三 章 $1 定 理 1,\10) 有 非 零 解 . 令 
(yy 
是 (10) 的 一 个 非 零 解 .显然 
k, = =k, = 0. 
因此 ,把 它 代 入 (7) 的 左 端 ,得 到 的 值 为 
kit. +Ë 2>0, 
通过 (9) 把 它 代 人 (7) 的 右 端 ,因为 它 是 (10) 的 解 , 故 有 


z, = = x, = 0. 


一 22. 一 。。 一 z 0, 
这 是 一 个 予 盾 , 它 说 明 假 设 р> q 是 不 对 的 .因此 我 们 证 明了 
p<q. 
同 理 可 证 а<р,ААШ p= gq. 这 就 证 明了 规范 形 的 唯一 性 .1 
这 个 定理 通常 称 为 惯性 定理 . 
定义 3 在 实 二 次 型 FLzi, zz,，…，,zno) 的 规范 形 中 , 正平 方 


项 的 个 数 p 称 为 fF( zi zz,，…，z,) 的 正 惯性 指数 ; 负 平方 项 的 个 
HY PN J Z16225 ? En J HJ ы БА IE TA А 5 1 J ZA НУ 
Ж r- b ЖМ /(х,,х› ‚е ,Zz,) 的 负 惯 性 指数 ，; 它们 的 差 p-(r- 


e о ee ө © э 
N 2.1. Ade ra 


力 ) =2 b - r 称 为 f( z i,z>, "5 Z, ) 的 符号 差 . 
应 该 指出 ,虽然 实 二 次 型 的 标准 形 不 是 唯一 的 ,但 是 由 上 


bb EA” JA L y муу AAA —— VN MA ИЈУН лт HJ y у, „Шип - L . 


- тат 
成 规范 形 的 过 程 可 以 看 出 ,标准 形 中 系数 为 正 的 平方 项 的 个 数 与 


s JNA 。 
7 << ` 


化 
r 


范 形 中 正平 方 项 的 个 数 是 一 致 的 .因此 .惯性 定理 也 可 以 叙述 
T iL. Í KA X ХА HJ . KAO DU s D II 工人 AL JIE Ш "ЗУ KA JX KE 


А —— — zt UL. +k: kee = sk xL. Z=. А Ln SU ет z, - ёл н 
FT E Ti TEB X , HU RAAN N B 平方 项 的 - 个 个 数 就 等 于 负 惯性 指 
对 于 矩阵 ,我 们 有 类 似 定 理 2 的 结论 
定理 $ (1 任 一 复 对 称 和 矩阵 A 都 合同 于 一 个 下 述 形 式 的 对 
ЖЖ; 
Г1 1 
1 
0 
L 0J 
其 中 对 角 线 上 1 的 个 数 r 等 于 A 的 秩 . 
(2) 任 一 实 对 称 矩 阵 А 都 合同 于 一 个 下 述 形式 的 对 角 和 矩阵 
[1 ] 
| | 
С, | 
0 
L 0 
其 中 对 角 线 上 1 的 个 数 p 及 -1 的 个 数 + - plr 是 A 的 秩 ) 都 是 
唯一 确定 的 ,分 别称 为 А 的 正 、 负 惯 性 指数 . 它们 的 差 2 r 称 
у, A ñH Er EL зе 
AAA x HJ 13 z = 


Ur 


$4 正定 二 次 型 


在 实 二 次 型 中 ,正定 二 次 型 占有 特殊 的 地 位 .作为 本 章 的 结 
Ж ,我 们 给 出 它 的 定义 以 及 常用 的 判别 条 件 . 

定义 4 实 二 次 型 f(zi,T，，… £, ) 称 为 正定 的 ,如 果 对 于 任 
意 一 组 不 全 为 零 的 实数 c ,cs,…,c, 都 有 fleis Ca) 20. 

显然 ,二 次 型 


f(x, ,x>, eari + т; ++ xŠ 


Ж1ЕҖЕЙ),ЖЖЯЖЯЛЕс,=с,=зз=с„=0 В, със to + с? Я 


Е. — +> ҺА N¿ гї Ar МА т SA — 4 л 
设 实 二 次 型 


变 成 二 次 型 


Б(у, Уз", Yn) = Ув: b, 一 Б. (3) 


i=l у= 


门 指出 А). А) _ .. A) 的 一 次 型 (U. A). з, y. ) 也 是 正定 的 ， 


Yı T kis у; = kas, y, = Ë 
代入 (2) 的 右 端 ,就 得 zl ,zz，…z, 对 应 的 一 组 值 .譬如 说 ,是 с, 
Ca," ,Cs， 这 就 是 说 
` 226 ` 


е2 = С | 
| | 
ВУ Си), RA | 
(L \ бо \ 
АЛ |1) 
k, =c C2 


所 以 当 ki, k., ,Е„ 是 一 组 不 全 为 零 的 实数 时 ,ci ,cz，…，,cv 也 
是 一 组 不 全 为 零 的 实数 .显然 
g(ki,k,,*,k,)= f(ci,c,,,c,)>0. 
因为 二 次 型 (3) 也 可 以 经 非 退 化 实 线性 替换 
Y=C XX 

变 到 二 次 型 (1), 所 以 按 同样 理由 , 当 (3) 正 定时 (1) 也 正定 .这 就 是 
ннем нта BAN, 

定理 6 n WZ ka CryTa z, ) 是 正定 的 充分 必要 


证 明 = mak к, 

成 标准 形 
йу йу + ++ ау. (4) 
上 面 的 讨论 表明 , f(x, ,x,,… ,xz, ) 正 定 当 且 仅 当 (4) 是 正定 的 ,而 


Г ` — —a „ъъ — 


我 们 知道 ,二 次 型 (4) 是 正定 的 当 且 仅 当 4, >0,1= 一 1,2, ` n, 即 


тко. hL Н rah  Ё& 
1LUULITJR5SX J H. В 


定理 0 说 明 ,正定 二 次 型 f(z ,TT，，" T, ) 的 规范 形 为 


2 ， 2 
Уу T y> + y, ` (3) 
定义 5 XUE A 称 为 正定 的 .如 果 二 次 型 
~ 
Х АХ 


-因为 二 次 型 (5) 的 和 矩阵 是 单位 矩阵 Е, И А И: 


2 22е hi: УЛ 日 Дуу МА лу» Ez ра Zx kr: tfc A. 
`. HJ SHAG ЫР ЕЕЕ Н 同 ,由 此 得 : 


Rm 
F 


e К ө © ө òo o òo ә ò ө ә 
Sg” nr 一 一 yr дч IPA rrt МЇ. 


А 上 一 ah ~ hi 人 人 [4 
证 明 设 A 是 一 正定 矩阵 .因为 A SRB УЖ Sr A,R 


两 边 取 行 列 式 ,就 有 
|А!|=|С'||С|=|С|*>0. | 
有 时 我 们 需要 直接 从 二 次 型 的 矩阵 来 判别 这 个 二 次 型 是 不 是 
正定 的 ,而 不 希望 通过 它 的 规范 形 . 下面 就 来 解决 这 个 问题 .为 此 ， 
引入 
定义 6 子 式 
lan а 2 “w 
p = | "2 Н |G=1,2,- n) 
ч, ад а | 


f(z,,z,," z.) = 2, 21а, = Х’АХ 
< È i 


证 阴 先 证 必要 性 . 设 二 次 型 


п п 
fz i,z,," Zuo) = =% У!аухх, 


і=1 ј=1 


*D 7155 e BLA 
^Ш. J, 22 — j 


实数 ci cy 有 


L — к 220 — уќ» - 
R ЛЬОНУ LL. A — UA. = . АЈ 


falcis’) = S) Улас, = f(c,,`" c 0, ,0) > 0. 
因此 (zi, zx) 是 正定 的 .由 上 面 的 推论 , у, 的 矩阵 的 行列 式 
| а ... aw | 
>0, k=1,.…,n. 
lan e anl 
这 就 证 明了 和 矩阵 4 的 顺序 主子 式 全 大 于 零 . 
再 证 充分 性 .对 п 作 数 学 归纳 法 . 


当 n=1 В, 
f(z1)= anzi, 
由 条 件 a, >0 显然 有 f(r EEEH. 
假设 充分 性 的 论断 对 于 n -1 元 二 次 型 已 经 成 立 , 现 在 来 证 
п 元 的 情形 . 
令 


既然 4 的 顺序 主子 式 全 大 于 零 , 当然 А, 的 顺序 主子 式 也 全 大 于 
F. 由 归纳 法 假定 , A, 是 正定 矩阵 , 换 句 话说 ,有 可 逆 的 盖 -1 级 


[с б ik 
CMT “ЧУ D. 


С А,С=Е,-\, 
这 里 E, 1 代表 л -1 级 单位 矩阵 . 令 


tN 
N 
© 


于 是 
ала (О 1) [er а, | o 1) lG A nn 上 
再 令 
2 ГЕ, -1 -Са| 
C 一 А 
о 1 J 
# 
, , E,- О E, _, Са Е, T G'a 
С.С, АС, С, = ау 1 „ А А | 
Б О | 
l LO am- a'GG'a) 
令 
С=С,С,, а„ь-@ССа=а, 
Ге Z 
ДУН 
{ | 
C'AC = | 
1 
L а? 
两 边 取 行 列 式 ， | 
СА | =a. 


由 条 件 ,|14|>0, 因 此 a >0. 显 然 


| ОГ. |] 


| a | 7 | 
ИО | л) “| ү 
这 就 是 说 ,和 矩阵 4 与 单位 矩阵 合同 , 因 之 ,4 是 正定 矩阵 ,或 者 说 ， 


. ээл . 
" aJU ` 


一 次 型 f(x yp s... 正定 的 . 


— UNE /\-41›,52› En ) 是 正定 的 


根据 归纳 法 原理 ,充分 性 得 证 . | 


Yl Ci — vA mil 


Al 
bJ АЯА 
fl£i £a, £3) = 5x? +25 +t5r3+t4r, х, -8T £3- 4х) z, 


f(z,,z,,z,)BJ EBE 

| 5 2 74 

2 -2|, 

а 22 5) 

它 的 顺序 主子 式 
5 2 一 4 
| a | +l 
5>0, 1125 2 1 了 

-4 -2 5 


AZ, (х, z, z) EE. 
与 正定 性 平行 ,还 有 下 面 的 概念 ， 


定义 7 设 (zi,z;,…,z,) 是 一 实 二 次 型 ,对 于 任意 一 组 不 


f(z, ха, z, ) 称 为 负 定 的 ;如 果 都 有 (соса ос, ) 之 0 那么 


Firid ,Xs ) 称 为 半 正 定 的 ;如 果 都 有 (с, cs,*…,c,) 志 0， 


那么 f(xz1 ,zx，，… z, ) 称 为 半 负 定 的 ;如 果 它 既 不 是 半 正 定 又 不 是 


半 负 定 ， 那么 f(zi, Z," , Z, ) 就 称 为 不 定 的 . 


由 定理 7 不 难得 出 负 定 二 次 型 的 判别 条 件 . 这 是 因为 当 


< — — = %í м — w v ¿` v +” 


zz t, ÆR ERT,- F(zi,zi，…z) 就 是 正定 的 . 


ж 2-с. RNE. 
Ж АЕ IT 351 H š 


定理 8 对 于 实 二 次 型 f(x,…,x,)= 针 AX, 其 中 A 535 


ll Are LA, 


对 称 的 , 下 列 条 件 等 价 : 
(1) flair ) 是 半 正 定 的 ， 


(2) 它 的 正 惯性 指数 与 秩 相等 


Мә 
U 
bà 


其 中 4,220,:=1,2,:--, п, 
(4) AKEE C 使 
А=С'С, 
(5) А 的 所 有 主子 式 (定义 见习 题 9) 缘 大 于 或 等 于 零 .( 留 作 
习题 . ) 
注意 ,在 (5) 中 , 仅 有 顺序 主子 式 大 于 或 等 于 零 是 不 能 保证 半 
正定 性 的 .比如 


Ll РЕ _ М. _ 2f _ ` | 
Ј 215220 Tı Хуу T2) 
0 -1 x 


就 是 一 个 反例 . 


< 


4 


1. ( 工 ) 用 非 退 化 线性 替换 化 下 列 二 次 型 为 标准 形 ,并 利用 和 矩阵 验算 所 
得 结果 : 
1) —4х,х,+2хуүху,+2х‚х»% 
2) x? +2x, xı +25? +4xr, x; +422; 
3) x? -3x2 - 25 х, +2x£, ra — 6x23; 
4)8хлх,х„+2хух„+2х›х, +8х,›х4; 
5) хх, + =, z; f z, z, + =; s + =>; Ts t L34; 
6) х? + 2:2 + х? + 4хүх, + 4х хз + 22, z, + 2553 + 220.204 + 
22324; 
7) х + ах + xl + xl +250, +2r x3 +203204; 
(H) 把 上 述 二 次 型 进一步 化 为 规范 形 , 分 实 系数 、 复 系数 两 种 情形 ;并 


la e ka |] 
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写 出 所 作 的 非 退 化 线性 替换 ， 
2. 证 明 : 秩 等 于 > 的 对 称 和 矩阵 可 以 表 成 7 个 秩 等 于 1 的 对 称 和 矩阵 之 和 ， 
3. 证 明 
(А, | [ ^« | 
ШИ |, | 
a 
| ‚| | | 
\ An J \ A; J 
合同 ,其 中 ; 21 12 ein 是 1,2,.…,n 的 一 个 排列 


4. 设 А 是 一 个 级 矩阵 ,证明 ; 
1) А 是 反对 称 和 矩阵 当 旦 仅 当 对 任 一 “п EX, X'AX = 0; 
2) 如 果 А 是 对 称 矩 阵 , 且 对 任 一 个 n Eh X ХАХ = 0,38 Z 
А = О. 
5. 如 果 把 实 ”级 对 称 和 矩阵 按 合同 分 类 , 即 两 个 实 n 级 对 称 和 矩阵 属于 同 
一 类 当 且 仅 当 它们 合同 , 问 共 有 几 类 ? 
6. 证 明 : 一 个 实 二 次 型 可 以 分 解 成 两 个 实 系数 的 一 次 齐 次 多 项 式 的 乘 
积 的 充分 必要 条 件 是 , 它 的 秩 等 于 2 和 符号 差 等 于 0 ,或 者 秩 等 于 1. 
7. 判别 下 列 二 次 型 是 否 正定 : 
1) 99x? – 12x, x, + 48x, z, + 130х; — 601), zi +71z3; 


2) 10x? +8ziz, +24zizi+2zz 一 28z £, + х2; 


8. г 取 什 么 值 时 ,下 列 二 次 型 是 正定 的 : 
1) хїЇ+х2+5х1+2хүх,—-2хутху+4х,хз; 
2) x? +422 + х5 +2 хүх, + 10хүх, +67, xs. 
9. 证 明 : 如 果 4 是 正定 矩阵 ,那么 4 的 主子 式 全 大 于 零 ,所 谓 主 子 式 就 
是 行 指 标 与 列 指标 相同 的 子 式 . 
10. 设 А 是 实 对 称 和 矩阵 .证 明 : 当 实数 上 充分 大 之 后 ,tE+ A K: IE ЖБ 


7 


11. 证 明 : 如 果 А 是 正定 和 矩阵 ,那么 4 也 是 正定 矩阵 . 


$ 
N 
U 
U 


12 3 A h — 48 p Z S ХУАН H | A| < n TEHH. D: e SP „ A mA 

да. YXA, гъ ¿jJ 1 4 ZAAN УГ JO PT y XL | A | — V y KILL. 7 ç 1 LL. 4 Р ер 7 ЖА 
X#0 {f X'AX<0 

13. 如 果 А,В 都 是 级 正定 和 矩阵, 证明:.A+B «жкен 


16. 设 f(x t, ) =X AX 是 一 实 二 次 型 ,车 有 实 n ÆA X, , X, 使 
X, AX, >0,X/AX,<0, 
证 明 : 必 存在 实 п 维 向 量 XX, 关 0 使 X, AX, = 0. 
17. А 是 一 个 实 和 矩阵 .证 明 秩 (A'4) = 秩 (A). 


te 3 题 


1. 用 非 退 化 线性 替换 化 下 列 二 次 型 为 标准 形 ,并 用 矩阵 验算 所 得 结果 : 
1) Tian 十 2Z2n -1 十 十 on+l5 


2) T (X>, + xX ,TI + +T r,- (Z, 5 


эу D LX 
) UUT t 2 х5 
= ] 1<і<ј< я 
" 2 = ^1 + 2: + + z, 
4) > (=, -区 ) ,其 中 z = 
- n 
i=l 
s 
эЛ ae mt ry хм _ ХМ; | L. | М2 
2. Ж 22 J Ti T2", Tn)? _ Dj Vana T ао Ж T б + a,,Z, ) ° 
i=l 
证 明 : f(x, ,za ох, ) 的 秩 等 于 和 矩阵 
Gy a Ain 
_ [221 42 а2, 
а; а; sn ) 
э М ff n _ ~ Y— /2 y. 124... + 12 _ р? — ... — 1? + rh 
ә. IX J N Lis 25 » +, / t| * Lt2 1! гер t р+1 tl pto 2ч T 


L(i=1,2, 4) ti z2, z, 的 一 次 齐 次 式 .证 明 : flr, zz，…， 


[An Anl 
|Ana A 
ВЕЕ, Н | A 1920, ЕВ FE -f rle 
rar- | An 4 
[о J 


其 中 * 表示 一 个 级 数 与 4 相同 的 矩阵 . 
5. 设 4 是 反对 称 矩 阵 ,证明 :4 合同 于 矩阵 


6. 设 4 是 ”级 实 对 称 和 矩阵 ,证 明 :存在 一 正 实 数 с 使 对 任 一 个 实 n 维 向 
Ж X ЯН 
| Х'АХ |<сХ'Х. 
7. 主 对 角 线 上 全 是 18 E РЕКУ ЕРЕ. 
1) ЖА 是 一 对 称 和 矩阵 ,T 为 特殊 上 三 角 和 矩阵 ,而 B= T'AT, 证 明 :A 
5 B 的 对 应 顺序 主子 式 有 相同 的 值 ; 
2) 证 明 : 如 果 对 称 和 矩阵 A 的 顺序 主子 式 全 不 为 0, 那么 一 定 有 一 特 


上 三 角 和 矩阵 全 使 了 4T 成 对 角形 ; 


3) 利用 以 上 结果 证 明定 理 7 的 充分 性 . 
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N 
U 
Ur 


8. 证 明 


1) 如 果 У Slam (ау = а„) 是 正定 二 次 型 ,那么 


ах è an `°5 Ain У! 


| azı азр а, У: 


| Anl Cn2 A nn Yn 


| 

Дж зэ узу)” | : š 
| 

| ун y2 y, 0 | 


2) ШЖ А 是 正定 矩阵 ,那么 


| a | — _ x 
| A | — C, n-19 


这 里 P,_, 是 4 的 nn 一 1 级 的 顺序 主子 式 ; 
3) 如 果 A 是 正定 矩阵 ,那么 


| T l° <] [G + +42. 


9. WEB: KIERRE A 是 半 正 定 的 充分 必要 条 件 是 4 的 一 切 主 子 式 全 
大 于 或 等 于 等 (所 谓 上级 主子 式 是 指 形 为 


а; ; а; ; a 
| 1'1 21 72 1 
а; i а; i а 
2'1 2'2 2'k 
а; . а: . ... a: . 
| 661 172 ' 


É) k AFTR, EPIS, <<, а). 


N 
U) 
CN 


第 六 章 线性 空间 


R1 Ax М „ты 
у 1 >< F EA 33 

A= L, + = hh ҮН: AZ 在 这 一 节 我 们 先 来 介绍 一 ЊМ БЕ ж н А ~ HE 

IF Z) P= е ПШ s TIA F JAA FJ лльл н р: а ве УЛС — > 

的 是 集合 和 了 映射 的 概念 .熟悉 这 些 概念 不 但 对 于 代数 的 学 习 
是 必要 的 ,对 于 一 般 数学 的 学 习 也 是 不 可 少 的 ， 


作为 整体 看 的 一 埠 东 本 .例如 ,一个 下 就 是 由 一 此 同学 组 上 的 

一 个 线性 方程 组 解 的 全 体 组 成 一 个 集合 , 即 所 谓 解 集合 . 又 如 
在 几何 中 ,我 们 通常 是 把 点 看 作 基 本 的 对 象 , 这 样 ,一 条 直线 就 是 
一 个 由 点 组 成 的 集合 ;一 条 曲线 ,一 个 平面 也 都 是 由 一 些 点 组 成 的 


集合 .组 成 集合 的 东西 称 为 这 个 集合 的 元 素 . 我 们 用 

表示 a 是 集合 M ДЖ , 读 为 :a 属于 M. 用 
aM 

表示 a 不 是 集合 М ЮЖ , 读 为 :a ART М. 

所 谓 给 出 一 个 集合 就 是 规定 这 个 集合 是 由 哪些 元 素 组 成 的 . 
因此 给 出 一 个 集合 的 方式 不 外 两 种 ,一 种 是 列举 出 它 全 部 的 元 素 ， 
一 种 是 给 出 这 个 集合 的 元 素 所 具有 的 特征 性 质 .例如 ,我 们 说 , М 
是 由 数 1,2,3 组 成 的 集合 , 记 为 


= {1,2,3}. 
2 2 
ЖЮ ЖРТ ШИН Ж; RIH BATEL + =1 的 全 部 
а b 
b hh £: A. 省 村 Лор PL —2— rt ahg Ан A. уута El A А Ари АН 
МЈ зет, EX 28 — “I ZX Л TE ZH HJ WF ЭКД + X SU XE ZH LLI SÉ Ti ` 


TE ЛА 1029 JÚ #& ZH. ЯА, Н) H) BB/D УУ É IA 286 LH H: 
关于 用 性 质 定义 的 集合 ,我 们 引进 一 јаз. w M 是 具有 某 
iL, UL. Ee = 
жЕ Jt HJ = RP 7 А Р JX, HJ ЯЕ H s DLAI —J ДА, 
М = |а|а 具有 的 性 质 |. 


例如 ,适合 方程 2 + >, = 1 的 全 部 点 的 集合 M 可 写成 
| 2 „‚2 | 
М = |z.) + 221. 
又 例如 ,两 个 多 项 式 A(z),g(z) 的 公 因 式 的 集合 可 写成 
M= |4(х)|4(х)|/(х),а(ж)|ке(х) |. 
不 包含 任何 元 素 的 集合 称 为 空 集合 . 例如 ,一 个 无 解 的 线性 方 


程 组 的 解 集合 就 是 空 集合 Ht >x £E “> 6 0 НЕ A. r k E: m 2 
TEA HJ ATIR F DUAE — ЯС NAN + JUTIA UD i |F A K F$ S, улат 


BJ J ЧЛЕ St {Н ЖЕ {ЕЖЕ EAE, НАШ, Ез ТЕН ЭН BE 


т^ hn <D. 2n im n == LA Et x+; 


的 ;LL XH JX Jj JTG U 也 看 作 是 数 一 样 . 


M=N. 

WERS M 的 元 素 全 是 集合 NN 的 元 素 , 即 由 a€M 可 以 推 

出 aEN, 那 么 M 就 称 为 N 的 子 集合 ， wA 
MCN SK NOM. 

个 [IJn — 8 Шу £H Б АЛ А A. El A. I+ шы Му ¿H Р аЛ AE A. h Z НЕ A. Hee 
ЗАН, +. Vf" IPS ХА > Н БХ, Н BJ K S E: ИЕ ЖСН ДАП 的 集合 HJ J A л. 
义 ,每 个 集合 都 是 它 自身 的 子 集合 .我 们 规定 , 空 集合 是 任 一 集合 
hh > Ам A. 
HU J Жа. 

两 个 集合 M 和 N 如 果 同 时 满足 MCN 和 NCM, 则 M 和 N 
相等 . 

设 M,N 是 两 个 集合 , 既 属 于 M 又 属于 NN 的 全 体 元 素 所 成 
的 集合 称 为 M 与 N 的 交 , 记 为 


MA N. 


MI11 


例如 ,方程 2x -y=1l 的 解 集 合 与 方程 zx-2y=2 的 解 集合 的 交 


. 2720 , 
 <&2O ° 


概念 ,下 面 再 来 介绍 映射 的 概念 


— jk 
5 
— 


上 面 介 绍 了 有 关 集 合 的 


的 解 集合 .显然 有 


显然 有 


例如 ， 


BIR R 


с(а)=а', 


AM 自身 的 映射 ,有 时 也 称 为 M 到 自身 的 变换 . 


М 
集 


To 


r(a) 则 称 它 们 相等 , 记 作 о 
M 是 全 体 整数 的 集合 , M 是 全 体 偶 数 的 集合 ,定义 


例 1 
这 是 M 到 PP 的 一 个 映射 . 


都 有 o(a) 


l з ли EL rkb p L XA k ọn н АНА A. = V 
D J 1VI АДАА LEPU =Á AC Tr UIR Ц x АЕ > 
с,(а) = аЕ, a€P. 
Е ёп REMEE, X Р Я) М Н — 4" BR H 
“а 对 于 /f/(xz)C€C P[ >], E 3 
м ет РАЈ J N AO 7 — 2 L < J я л м 
o(f(z))= f (<) 
这 是 PTz] 到 自身 的 一 个 映射 ， 
A ` АЕ í U ]239 FJ Z) HJ | BARAJ 


5 设 M,M 是 两 个 非 空 的 集合 ,a。 Ж М 中 一 个 固定 的 


ola)=aọ, аЄ M. 
即 c 把 M 的 每 个 元 素 都 映 到 au ,这 是 M 到 AM 的 一 个 映射 . 
例 6 Ú M 是 一 集合 ,定义 
o(a)=a, аЄ мМ. 
即 c 把 每 个 元 素 映 到 它 自 身 , 称 为 集合 M 的 恒 等 映 射 或 单位 映 
射 , 记 为 1v .在 不 致 引 起 混淆 时 ,也 可 以 简单 地 记 为 1. 
例 7 任意 一 个 定义 在 全 体 实数 上 的 函数 


у= f(x) | 
都 是 实数 集合 到 自身 的 映射 . 因此 .函数 可 以 认为 是 映射 的 一 个 特 
ГЛЕ > XA AR Ч 44 Н 27 НЛО 44 6 Зри ә гад XA у кл екум ул WA jd HJ 1 1 


对 于 映射 我 们 可 以 定义 乘法 . 设 o,r 分 别 是 集合 M 到 M, 
M' 到 M' 的 映射 ,乘积 a 定义 为 
(to)(a)=r(o(a)),a€EM, 


即 相 继 施 行 o 和 z 的 结果 ,zo E. M 到 MM 的 一 个 映射 .例如 ,上 面 


即 相继 
2 与 例 3 中 映射 的 乘积 со, 就 把 每 个 n REE A е $E 


3 
7? , 它 是 全 体 n 级 矩阵 的 集合 到 自身 的 一 个 映射 .又 如 ,对 
| HA Яу. 2 Н, АЈ 


集合 M 到 M 的 任意 一 个 映射 c 显然 都 有 


M 
mh А Spy I£ A. @& л „ ) ZY || EL Ж A. M 到 | ли” M 
лы H п. с,т,ф ЛЕ 


到 AM ,AM 到 M 的 映射 ,映射 乘法 的 结合 律 就 是 
0 · 


v gc; 


é( zo). 
等 式 两 端 显然 都 是 M 到 M 的 映射 ， 要 证 证 明 它 们 相等 ,只 需要 证 
都 本 


明 它 们 对 于 AA 中 每 个 元 素 的 ih A ЕН 
2 Ú, НЛ) ivi T OFI 人 JL 了 HJ TF Jd 


(фт)о(а) = ф(то)(а), 对 每 个 F ac M. 


(фт)с(а)=(фт)(вс(а))=ф(т(а(а))), 
ф(то)(а) = ф((то)(а)) = ф(т(о(а))). 


ам 到 MM 的 一 个 映射 ,我 们 用 


oc(M) 


w ava j 


代表 М 在 映射 c 下 像 的 全 体 , 称 为 M 在 映射 c 下 的 像 集合 .显然 


ЖУЛА NA ала, у, М 
O \ / J ~= / . 


如 果 о(М)= M ,映射 o 就 称 为 映 上 的 或 满 射 .如 例 1 中 的 映射 ， 


ли’ ХТ — an T. 十 rr Аи" it 
AJ M YIL 元 素 , 即 任 一 -偶数 2n , 因 有 о(п) =2п,# M T TL 


元 素 都 是 M 的 茶 一 元 来 在 映射 o 下 的 像 ， В c(M) 二 M“ .又 自然 


Тт Jo улг НЧ pm 


有 ccCMICAM ,所 以 o(M)=M ,o 是 满 射 . 读 者 可 同样 证 明 例 
2,4,6 э НОВАЯ ЕЯ, ,而 例 3 中 的 ч, n 之 2 时 则 不 是 满 射 . 


П 
K 
И 
л 


о(т),с 是 单 射 . 读 


2,4 中 的 映射 则 不 是 . 


reia sie L fe EES rrr ка CH AL ah The м! 


一 个 映射 如 果 既 是 单 射 又 是 满 射 就 称 为 1 一 1 对 应 或 双 射 .如 
例 1 和 例 6 中 的 映射 都 是 双 射 .显然 ,对 于 由 有 限 多 个 元 素 组 成 的 


集合 , 即 所 谓 有 限 集合 来 说 ,两 个 集合 之 间 存 在 双 射 的 充分 必要 条 
Ak EL mN ВЕ 4 Tr s ñ Z Жу +H [Е] 于 是 对 有 限 集 合 M K 8-с 8 M 


J i AZ EL H 4721 W Z 0A22FSÑ HY | дь EFJ ° J3 гэ г» „лч aai ДР PN у X> їл 


=М,М 5 M 就 不 能 建立 双 射 .对 无 限 集合 就 不 一 定 如 此 .例如 


例 1 中 的 映射 是 一 个 双 射 АН ли” В. ли b 个 真子 集 
1 с UJA” AJA NAY 9 |z IVI АБ IVI Hy == J ж. 


对 于 M 到 MM 的 双 射 c 我 们 可 以 自然 地 定义 它 的 逆 映 射 , 记 


BAI 


” 241 


=1м. 


2 Е УЛ НН +n ЕН УЫН Ал ZI АЛ” ААЛ” 
ZV AE HL 9 ‚нле 0， r 分 别 是 ivi 25 IVi , ІМІ 到 


$2 线性 空间 的 定义 与 简单 性 质 


线性 空间 是 线性 代数 最 基本 的 概念 之 一 .这 一 节 我 们 来 介绍 
它 的 定义 ,并 讨论 它 的 一 些 最 简单 的 性 质 .线性 空间 也 是 我 们 碰 到 
的 第 一 个 抽象 的 概念 .为 了 说 明 它 的 来 源 ,在 引入 定义 之 前 , 先 看 
几 个 熟知 的 例子 . 


— fn Lra m Pry LA 人 v E — 32. Поре | £. 


例 1 在 解析 几何 中 ,我 们 讨论 过 三 维 空间 中 的 回 量 . 回 量 
基本 属性 是 可 以 按 平行 四 边 形 规律 相 加 ,也 可 以 与 实数 作 数量 乘 
法 .我 们 看 到 ， 不 少 几何 和 力学 对 象 的 性 质 是 可 以 以 通过 回 量 的 这 两 
种 运算 来 描述 的 . 

例 2 为 了 解 线 性 方程 组 ,我 们 讨论 过 以 n 元 有 序数 组 (a ， 
azs a, ) 作 为 元 素 的 n 维 向 量 空间 .对 于 它们 ,也 有 加 法 和 数量 
乘法 , 那 就 是 : 

(al ay，…,a,)+(b 00 ) 


= (ау tb, a, tb, a, +b,),. 
了 7 N — / 1 7 7 \ 
к\а: G), y G, ) — ‘кау ,ка) 5 U 2 2 | ка, ). 
із 对 于 函数 ,也 可 以 定义 加 法 和 函数 与 实数 的 数量 乘法 . 
壁 如 说 ， ЗЕЙ ЧЕРКИ а, 6b] 上 的 连续 函数 .我 们 知道 , 连 
ЭЖ FM X AY TH ZÉ ХЕ Е Ф РЁ 5, EE ЖЕРЕ ЖА —J K ЯХ HY Ам НА ЯУ ЛРУ X; A AL 一 大 FA 


. 242 · 


从 这 些 例 子 中 我 们 看 到 R; == E ki It @ E ph Z у ISI /H EL > 
М y T Шы ыс H JA Z и 9 kx HJ AJ 26 PH. 76% л: Ж AP WJ БЫУ ХЕ 


对 象 不 同 TPR `— A Алт Му h 了 抓 住 
然 , 随 着 对 Mi ,这 两 种 运算 的 定义 也 是 不 同 的 . 为 T PIE Í 


ie 013 Гу rT? —x> Wie Tre 02. ER 2. гг? 


Ж, 我 们 用 实数 和 问 量 相 乘 .在 第 二 个 例子 中 
3 .1 К ` 


=з 9 IJU HU DA / IN 2 Ам См {Г А: Уг: H 万 ，- IJ HU AS Же УЙШ 


s. 24 们 引入 轴 象 的 线性 空间 的 概念 时 ， 也 必须 选 定 
AE: 


У, EE рш 
Ñ | F У ЕЩ. 


定义 1 设 V 是 一 个 非 空 集合 ,P 是 一 个 数 域 .在 集合 V 的 


二 yat 一 элу hn ҮМ > A 
ITUR —! ДЕ 2. d 种 代数 运算 ,叫做 加 法 ;这 就 是 说 ,给 tH 4 | 


法 则 ,对 于 V 中 任意 两 个 元 素 a 5 р,Е V 中 都 有 唯一 的 一 个 元 


的 数 域 相连 


一 个 确定 的 数 
PN AE HJ ЖА 


Жу 与 它们 对 应 , 称 为 a 与 户 的 和 , 记 为 y= а + B. EB 数 域 P 与 
集合 V 的 元 素 之 间 还 定义 了 一 种 运算 ,叫做 数量 乘法 ; 这 就 是 说 ， 
Чї Р ЧС S VORE IR а V РШЕ СЕ 
一 个 元 素 Š 与 它们 对 应 , 称 为 k3a 的 数量 乘积 , ИХ) é = ра. lI 


加 法 满足 下 面 四 条 规则 


а+В=В+ае; 


B ,使 得 
/ “°` М ч М 2 А йб -A 9 PrF го т . ^^ J” ? их 
а+В = 0 Ë 
(8 ЖЕ?Н a 的 负 元 囊 ) 
\Р IJJ HJ д/а). 
数量 乘法 满足 下 面 两 条 规则 : 


6) Р(а) = (Ы)а. 

ЖЬ Eš. SIE >+. E— -hn yt ЗЕ A T =; TF: AZ Нн ml 

人 

7) (k+l)a=ka+ lG; 

8) А(а +В) = ka + АВ 

ТЕЙ ЕД, 等 表示 数 域 P 中 的 任意 数 ;@a,B,Y FE 
RES V 中 任意 元 素 

由 定义 ,几何 空间 中 全 部 向 量 组 成 的 集合 是 一 个 实数 域 上 的 
线性 空间 .分 量 属于 数 域 P 的 全 体 n 元 数组 构成 数 域 P 上 的 一 个 
线性 空间 ， 这 个 线性 空间 我 们 用 Р" KE. 

下 面 再 来 举 几 个 例子 . 

例 4 ЖЫР 上 一 元 多 项 式 ГТ мзш A АН A Т —- 4 Zn 

W3 k IAA I JUDI Z%2A 1 | J + JA AE ГО UII Z< >` ДНД TH 
数 与 多 项 式 的 乘法 ,构成 一 个 数 域 P 上 的 线性 空间 .如 果 只 考虑 
+F rh YA ЖУ „|. — L Æ Æ Th D Pi D L АА 
其 中 次 数 小 于 ”的 多 项 式 , 再 添上 零 多 项 式 也 构成 数 域 P 上 的 一 


个 线性 空间 ， 用 Plz], RI. 


— dre — — мы? і 


与 数 的 数量 乘法 ,构成 数 域 P 上 上 的 一 个 线性 空间 ,用 P” "表示 . 
例 6 全 体 实 函 数 , 按 函数 的 加 法 和 数 与 函数 的 数量 乘法 , 构 
成 一 个 实数 域 上 的 线性 空间 . 
例 7 ЖЫ P 按照 本 身 的 加 法 与 乘法 , 即 构 成 一 个 自身 上 的 
¿P ЭБ >< Гап 
ZA IL. 2194 


线性 空间 的 元 素 也 称 为 向 量 . 当然 ,这 里 所 谓 向 量 比 几 何 中 所 


3B ra EL дА, си 0\7 HG r— = ob LL. >> t 0 rL ЖЛ» У), fm ЮЙ Ач > r <t. 
Н [u] Z HJ RE X S J 泛 得 多 . = I+ 20 |н) Н 时 也 称 为 向 量 空间 . LA Г 3 


们 经 常 是 用 黑体 的 小 写 希 腊 字 母 a ,PP,Y,… 代 表 线 性 空间 V 中 


ФЕР Lh — P iw tt = L. РР. Wr. 


的 元 素 ,用 小 写 的 拉丁 字母 ac ,bp,c,… 代 表 数 域 P 中 的 数 . 
下 面 我 们 直接 从 定义 来 证 明 线 性 空间 的 一 些 简单 性 质 . 


YY Ч “М 01 Ф ho Q... /A P/M см» h. FTA 8-а ah сч |] в 


иь — A. ВӘ ._ #ъ._ 


由 于 0, 是 零 元 素 , 所 以 0, +0, =0, .又 由 于 0, 也 是 零 元 素 , 所 以 


= 


=0,@+ y=0. 


atp 


0+у=у. | 


В+(\«+у)=(В+е)+у= 


p=ß+0 
a 


0. 因 为 


我 们 先 来 证 0a 


两 边 加 上 — a 即 得 


rn a — 人 
UG — U. 


个 等 式 .我 们 有 


再 证 第 三 


两 边 加 上 -a 即 得 


0. 


ту 
N 


定义 2 设 V 是 数 域 P 上 的 一 个 线性 空间 ,Ql ,0,,… ,0, 
(> — k r1 YEL v rh __ ZH Гг: L L . L B Xrti D h bašt HE ¿ rH 
ZIJE V T SIB Ki ,KR;， Rr ERAL T HJ A + 7р “x IN 


a=k а, tk æ, t +ра, 
称 为 向 量 组 a,, a，,…, a, 的 一 个 线性 组 合 . 有 时 我 们 也 说 向 量 a 
可 以 用 向 量 组 a ,qs,… ,a, 线性 表 出 . 
定义 3 设 | 
| Oi, 0 ,0,; (1) 
В,,В,, ``, В, (2) 
是 V 2343 MAD PET MAT ANR at 


定义 4 AER V „РЕ G.G... G, (1D) 称 为 线性 
相关 ,如 果 在 数 域 P 中 有 r 个 不 全 为 零 的 数 kiskis, k, ,使 


k G, tka, +: + k a, =0. (3) 

如 果 向 量 a0, a, 人 

向 量 组 а,,а,, a, 称 为 线性 无 关 , 如 果 等 式 (3) 只 有 在 =， 
<от. 

以 上 定义 是 大 家 过 去 已 经 熟悉 的 ,它们 是 逐 字 逐 句 地 重复 了 

n 元 数组 相应 概念 的 定义 .不 仅 如 此 ,在 第 三 章 中 ,从 这 些 定义 出 

发 对 ”元 数组 所 作 的 那些 论证 也 完全 可 以 搬 到 数 域 P 上 的 抽象 

的 线性 空间 中 来 并 得 出 相同 的 结论 .我 们 不 再 重复 这 些 论 证 ,只 是 


Ни 个 常用 的 结论 叙述 如 下 . 
JU Zü | ` f /3 H: ZH TD XH 

1. 单个 回 量 a ВА PEH 55 BJ £ y PE 38 Fk a =0. 两 个 以 
L А 2. r у _ Адн. зач 5 ДА 2< ZV P. т AZ In. Ei. +r -L; Z— А 
CHIE a, a, a, Zx TE TH КН) 3 771 ЯТ ГТ 2 A, НВ Г 
回 量 是 其 余 回 量 的 线性 组 合 . 

2. 如 果 回 量 组 Cl，C”，…，C，. 线性 无 关 , 而 且 可 以 被 В,, 
В, 9 … B. 线性 表 出 ， 那么 r<s. 


由 此 推出 ,两 个 等 价 的 线性 无 关 的 向 量 组 ,必定 含有 相同 个 数 
BU Е. 

3. 如 果 向 量 组 a, 0,,…,@, 线性 无 关 , 但 向 量 组 а,, 
a, a, ,PB 线性 相关 ,那么 可 以 被 @) ,ca ,…，,a, 线性 表 出 ,而 
且 表 法 是 唯一 的 . 


我 们 知道 ,对 于 几何 空间 中 的 向 量 ,线性 无 关 的 向 量 最 多 是 3 
个 ,而 任意 4 个 向 量 都 是 线性 相关 的 .对 于 я 元 数组 所 成 的 向 量 


==> I ЛА. и ра. рр ЛӘ HRY。 .. Ab /AAT AN hF. 


空间 ,有 个 线性 无 关 的 向 量 ,而 任意 n + 1 个 向 量 都 是 线性 相关 


A 在 一 个 线性 空间 中 ， 究竟 最 多 能 有 几 个 线 WE Эс >£ ñ rt Et 
НУ. AL АЕР L ый ы Ыы 


=J Œ 3 显然 
是 线性 空间 的 一 个 重要 属性 | 我 们 引入 


— 047 = uL >> zt T7 A ¿b uL = м/' 2 
ХЕ 4 3 如 果 在 线性 空间 V 中 有 n | = I+. IKR HJ IHJ 


的 


[8 ы 。 
° 


按照 这 个 定义 ,不 难看 出 ,几何 空间 中 向 量 所 成 的 线性 空间 是 


Шин... — Жу 2R FEE. Er 1 Ж hh „ы EE Æ =P Z Жу A Te > RE => 
— “Ë: Ay 57 元 数组 所 成 的 空间 是 7 ŽE HY s HT PIIA DKR УА ЯА 35и RINJ ДА 


的 实 线性 空间 是 无 限 维 的 ,因为 对 于 任意 的 2 ,都 有 个 线性 无 


KR НУІ ЕН 
1l,x ж". 
无 限 维 空 间 是 一 个 专门 研究 的 对 象 , 它 与 有 限 维 空间 有 比较 
4 4 Э= 81| АН E. F 面 提 到 的 线性 表 出 ZË HL tH Æ ¿PER kL + >£ A FL FE. 
ZN HJ Z= HRI VA ZA -L iH 1 ы H J ZX LAIU > (ШШ И = N x 7, IL ZÚ ` T ILLA з 


只 要 不 涉及 维 数 和 基 ,就 对 无 限 维 空间 成 立 .在 本 谍 程 中 ,我 们 主 


· 247 


AAEE hh IE Пих q4 TE ИН W ¿P PL 22 Га! АА LZ SI 1 H АА т 
| =< HJ Je R.A j A PIEK |+ — IHJ , ETIN T+ — | 3 J HJ) R1O 
— KUU r -一 Lir ALD LEL es rt ту кє AS 202 uL — Bx hh r+: E 
EXODO En 8724162218] V Tn ZX + Л HJI ЕҢ E, E, 
‚&„ 称 为 V 的 一 组 基 . 设 w 是 V 中 人 一 回 量 , 于 是 £. £... 
` HY ==. A ч» а. 。 "га ы ` ЕЕЕ ° 
а 线性 相关 ， 因此 @ 可 以 被 基 £, 856 6 5, 线性 表 出 : 


C=alE1+a,€,+t+.+a,E,, 
a, a). 
由 以 上 定义 看 来 ,在 给 出 空间 V 的 一 组 基 之 前 ,必须 先 确定 
V 的 维 数 .实际 上 ,这 两 个 问题 常常 是 同时 解决 的 . 
定理 1 如 果 在 线性 空间 V 中 有 个 线性 无 关 的 向 量 a, 
a:a, H V 中 任 一 向 量 都 可 以 用 它们 线性 表 出 ,那么 V 是 n 
维 的 ,而 @1,@,,… a, ЖЖ У 的 一 组 基 . 


< 2 А 


Ё Уш ¿63 ©, ‚ 2,, 9 Wr =ч I, ZUIN HJ + HP Y HJ 


少 是 ”. 为 了 证 明 V л 维 的 ,只 须 证 V 中 任意 n +1 个 向 量 必定 
线性 相关 . 设 


з ъъ 78 27 


‚В, 
是 V 中 任意 z+l 个 向 量 , 它 们 可 以 用 @ ,a,,…,@, 线性 表 出 . 
十 ,于 


АН їп гг {РП РВ ЫЕ T. 3 wh 
Хх XH C уд UK DWA n 


下 面 我 们 来 看 几 个 例子 . 


ГЕЙ < = DLE Mb 2 | 
Jl AL—Z=xç TE IB) P [z], 中 ， 


LT 
是 n 个 线性 无 关 的 向 量 ,而 且 每 一 个 次 数 小 于 ”的 数 域 已 上 的 多 
项 式 都 可 以 被 它们 线性 表 出 ,所 以 P[z], Жа 维 的 ,而 r, 
zx” 就 是 它 的 一 组 基 


= у ZH Н. J > 2 + о. ж 
PE 过 = 4 J` o RIN X ао a, Z n-1 7 Ну 二 
就 是 它 的 系数 (a。 а ‚а„-\) 
MRE V 中 取 另外 一 组 基 
е =1.ғ# = (+ – а) £ =(ж— а)" 1 
{| 2 7 2 ` / 9 еп ` М 


i C (n-1) 7 N 
Рх) = а) + f'(a)(z-—a)+- + Ë Sa? r-a)". 
(л—1)1 
因此 , f(z) 在 基 si ,sz，…,s， 下 的 坐标 是 


FOLION аў). 


М 


例 2 Æ x 维 空间 P” 中 ,显然 


是 一 组 基 . 对 每 一 个 向 量 g = (a, ,a,,…,a,), 都 有 
@ 一 CIEI 十 CBE 十 … 十 CE . 
所 以 (al ,as,,… ,a ) 就 是 向 量 а 在 这 组 基 下 的 坐标 . 
不 难 证 明 ， 
(=; =(1,1,.…,1), 
| =(0,1,,1), 


(в, =(0,0,.…,1) 
是 Р" 中 ?个 线性 无 关 的 向 量 .在 基 є|,в,, U 8. 下 ,对 于 向 量 G 
一 (а, ‚а, a.) A 


一 维 的 , 数 1 就 是 一 组 基 ; 如 果 看 作 是 实数 域 上 的 线性 空间 ,那么 


所 考虑 的 数 域 有 关 的 . 


一 般 是 不 同 的 . 53 的 例 


未 


间 的 基 . 对 不 同 的 基 , 同 一 个 回 量 的 坐 忆 


IX El, E2, 


基 ,它们 的 关系 是 


` 


-е. 


是 怎样 变化 的 . 


— 
一 
“У 
z z 
о 0 
一 сз 
z z 
з З 
+ + 


, 
1 ° 


, z, ) 与 (xz 


分 别 是 (x ‚ <››°°* 


未 


设 向 量 g 在 这 两 组 基 下 的 坐 书 


^ 


+ | °° 


‚ж„),ЁЙП 


+... 


^ 
2 
ГА 


ГА 
> & 


181 t > 
,TX, ) Ej (x 


, 


+ 2х „ё, 一 之 


х} tr ,& + 


5 


现在 的 问题 就 是 找 出 (zi ,za ，…: 


) 的 关系 . 


ГА 


..х, 


L923" 


^ 


= „> 


- 


ч 


— 


= 


bd 


— A = 


首先 我 们 指出 ,(1) 中 各 式 的 系数 


‚п 


‚а„),)=1,2, 


(а, ,а3,,° 


的 线性 无 关 性 就 保证 了 (1) 中 系数 矩阵 的 


, 


‚ Е, 


ГА 
< 


1. ә," 


向 量 =, 


ZN. 


$ 


Z 8, Tt x,8, + + х,ё, 


ё = 


d 
% 


; (3) 


£ —(g8,,8,,'", 8, ) 


也 就 是 把 基 写 成 一 个 1 x n 和 矩阵 ,把 向 量 的 坐标 写成 一 个 x Ж 


AS Ач £: hh е ЖП £ rr у! УМ LL 4? x. 


阵 ,而 把 向 量 看 作 是 这 两 个 矩阵 的 乘积 .我 们 所 以 说 这 种 写法 是 
“形式 的 " ,在 于 这 里 是 以 向 量 作 为 矩阵 的 元 素 ,一 般 说 来 没有 意 


义 .不 过 在 这 个 特殊 的 情况 下 ,这 种 约定 的 用 法 是 不 会 出 毛病 的 . 
相仿 地 ,(1) 可 以 写成 


а ау, а, 
, аз an а) 
(е g’ е \– (е © ~ \ " (A 
Ne ] 382 》 „©„ / N @ j] 38727 9 9 4; / . | мт; 
Каш @„2 а nn J 


[an G °° ain | 


ал Gap °` An 


.Ql а „ә Ан а nn | 
称 为 由 基 ё, ,s,,…,8, 到 s,,sg;，,…,8, 的 过 渡 和 矩阵 , 它 是 可 逆 的 . 
在 利用 形式 写法 来 作 计 算 之 前 ,我 们 首先 指出 这 种 写法 所 具 


w < р Чыр 7 6—0 — í 


有 的 一 些 运算 规律 
У ~ yw ША R° . B 是 中 两 个 回 量 组 A = 
X Oi, a, s, TR PISF’ ， Pn Æ [юз | F 620, 
(a, ) ,B= (b, )E W T n x n 和 矩阵 ,那么 


ГАГА _ N а \ ma __ / _ NZ 4 m \ 
(G A,A) A) D=”, AD); 
(а „а, а )А + (а. ш... )В 
01952 9 %,⁄ Z \ i 952 5 9, 7 


‚ G@, + В„)А. 


(а, +B a, +B, 


用 (4) 代 入 ,得 


与 (3) 比 较 , 由 基 向 量 的 线性 无 关 性 ,得 


人 


` 


或 者 


(6) 


TRAR. 


а 2 


а 21 


未 


— 


—— 


(5) 与 (6) 给 出 了 在 基 变 换 (4) 下 , 疝 量 的 坐 忆 


N 
N 


是 


1% 


оов 8 
[人 人 “ 
с» OO =“ 
сө ооо сө 
= + Ф 
=” < 
S A 
一 一 — 
` ` к 
ee. R 
N aa 


也 就 是 


T Z Tis; — X; Xi-l 


与 $3 所 得 出 的 结果 是 一 致 的 . 


ГА 


, 


出 ,这 个 平面 上 的 所 有 向 量 对 于 加 法 和 数量 乘法 组 成 一 个 二 维 的 


en 
N 


Zb HL 27 w pub EL IM тә h mt Et. — ЖЕП sf 2< Їн 
— IL — It]. ДХ ЛУЫ АС ИО +ç С ZJ HU АЕ. ЕРЫ |”J —+— AI HJ J HF JJ 9 q н) 
它 对 于 原来 的 运算 也 构成 一 个 线性 空间 . 
кз \%/ | Wir ЕР =т= ТГ bh АМ ЧЕ > Z АЕ A туу A үг 
КЕ 24 I DOR P 上 线性 空间 у HJ Ц TF 1] жа YY 人 v 
的 一 个 线性 子 空间 (或 简称 子 空间 )， 如 果 W 对 于 V 的 两 种 运算 
rhe Lie da И НА ° ° ° ° 
T 


RAOR P 上 的 线性 空间 
我 


成 为 子 空间 . 
I W R V 的 子 集合 .因为 V 是 线性 空间 .所 以 对 于 原 有 的 


J I 一 [一 JIAN CINISI 3 ФАИ Е. 


ER, W 中 的 向 量 满足 线性 空间 定义 中 的 规则 1),2),5),6),7), 


\ E E $k ú 为 了 使 wW G E ta Fe — Ap RI tE ñr 26 BER 
) 是 显然 的 . IJ = 


W 对 于 V 中 原 有 运算 的 封闭 性 ,以 及 规则 3) 与 4) 成 立 . 现 在 把 这 


RMTI ГШ: 


1. 如 果 WW 中 包含 向 量 a ,那么 W 就 一 定 同 时 包含 域 P 中 的 
ЖЕ Бо 的 数量 乘积 Raw. 

2. WR W 中 包含 向 量 w 与 ,那么 W 就 同时 包含 wx БВ 的 
Жа + В 

3. 0 # W 中 . 


Ww 
. 如果 W 中 包含 向 量 w ,那么 - а 也 在 W 中 . 


4 
不 难看 出 3 .4 两 个 条 件 是 多 祭 的 ,它们 已 经 包含 在 条 件 1 rh 
` A U ә, РЈ А | ХЕ 2537 ЯХ HJ > L, TJ G = EZ A я BE 


作为 k=0 与 -1 这 两 个 特殊 情形 .因此 ,我 们 得 到 


= TH a UL. 25 I ту 的 非 空 ZE A ny Q+ T` ту hh үн £h 45 
АЕ IE 2 如 采 线 性 空间 V нука 1 RA Vy NI v HY PITT ле 
算是 封闭 的 ,也 就 是 满足 上 面 的 条 件 1,2, 那 么 WREE- IT 


i . Е 
既然 线性 子 空间 本 身 也 是 一 个 线性 空间 ,上 面 我 们 引入 的 概 


ї — А2 


£ , Ш E .坐标 等 ,当然 也 可 以 应 用 到 线性 子 空间 上 . 因为 在 
线性 子 空 间 中 不 可 能 比 在 整个 空间 中 有 更 多 数目 的 线性 无 关 的 回 


=ч щш. 3 НС U HL IE. A 1227 АА Н H J N Т. и Z H J Су 


量 . 所 以 ,任何 一 个 线性 子 空间 的 维 数 不 能 超过 整个 空间 的 维 数 . 


下 面 来 看 п 个 例子 . 
PH ZF 1 ZU 


例 1 在 线性 空间 中 ,由 单个 的 零 向 量 所 组 成 的 子 集合 是 一 


个 给 性 子 空 ! 

J AA IL J LINI 9 і ІНА — m, 
例 2 线性 空间 V 本 身 也 是 V 的 一 个 子 空间 . 
大 全 村 二 i 中 =P — 2< "= xn 性 空间 = г Га! n 
16 24 Е 5218) т, JERAN j JT 22 18) 45 Н) 


线性 子 空间 叫做 非 平凡 子 空间 . 


= 


Cr bb = яп = 


22» nt 一 一 Ш. AP ГА 
= IHJ] 'T' , WI 4 НУЖА ЯХ 373 >Ñ £ 


r? 


ауху+а„»ух›+ ta =0, 


anı tanti + +а,,х, =0, 


(алх tagr t'e ta, x, = 0 
的 全 部 解 向 量 组 成 一 个 子 空间 ,这 个 子 空间 叫做 齐 次 线性 方程 组 
的 解 空间 .不 难看 出 , 解 空间 的 基 就 是 方程 组 的 基础 解 系 , 它 的 维 


МАР, АА 一 一 = МЫР. Z P Leh 


ХЗ Тл г ,其 中 г 为 系数 和 矩阵 的 秩 . 
wa ,a,,…, a, 是 线性 空间 V 中 一 组 向 量 , 不 难看 出 ,这 组 
向 量 所 有 可 能 的 线性 组 合 
ka, +, а, +. + k G@, 
所 成 的 集合 是 非 空 的 ,而 且 对 两 种 运算 封闭 ,因而 是 V 的 一 个 子 
空间 ,这 个 子 空间 叫做 由 ci ,a,,… ,0a, 生成 的 子 空间 , 记 为 
1,(@,,@„,,@,). 
由 子 空间 的 定义 可 知 , 如 果 V 的 一 个 子 空间 包含 向 量 a ,@,,…， 


a, ,那么 就 一 定 包 含 它们 所 有 的 线性 组 合 ,也 就 是 说 ,一 定 包 含 
a,,…,@,) 作 为 子 空间 . 


Swr/ jí /AY 


在 有 限 维 线性 空间 中 ,任何 一 个 子 空间 都 可 以 这 样 得 到 .事实 


| | 人 =+ R 26: bhh A ~ 
A. 1 VV ZE V HJ | J TRA, Y 4: 然 也 是 有 МХ 26 HJ. X Uj; 
а, a, 是 W 的 一 组 基 , 就 有 | 

М= [(а,,а,, , G, ) 


N 


Ко 
Сл 


>£ ЕФТ р R Æ ЕН ZE ЕВ. 

AN Jj Jj —.IPPN AI J H VA I! IH J71IHJJ-H ZIN ° 

定理 3 1) 两 个 向 量 组 生成 相同 子 空间 的 充分 必要 条 件 是 这 
т ZX. r+ BE. ¿II A ДА. VT /~ ХА ~ à bh 28 в. ж. де — FL, EL 
PJ | IJ А8 РИ. 270001, 0), A, ) HJ 26 数 等 于 问 量 组 G, ， 
а,, ‚©, 的 秩 . 

证 明 1)йа,,а,, ‚а, 与 p1,P,,…,P. 是 两 个 同 量 组 .如 


L(gi,02,. ,0,)=L(B, ,PB,,…,b.), 
那么 每 个 向 量 о (i=1,2,…,r) 作 为 L(B,,P,,…,P.) 中 的 向 量 
都 可 以 被 Bi, Bose В, 线性 表 出 ;同样 每 个 向 量 p. () = 1,2 
s) 作 为 L(a,a;,…,a,) 中 的 向 量 也 都 可 以 被 @«,,а,, ‚а, Ж 
性 表 出 ,因而 这 两 个 向 量 组 等 价 . | 


如 果 这 两 个 向 量 组 等 价 ,那么 凡是 可 以 被 gl ,xz ，…，,w, 线性 
== li ира BEET PIER R . R ¿b HL Æ rh 反 过 来 也 一 RE ЕЮ 
A< ИН HJ IJ SE Яр) VA OX Pi > Po 0 р ZX IT. Ах, АУ ЛУШ» ЛТ, l ИП 


La oo )= 工 (8 8 = ,B.). 
2) 设 向 量 组 xl 0 @ HRES, M а, ,а,, С  @ (s<) 


是 它 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 .因为 @1,@;,… ,0, ја, wa ，…，C， 
等 价 , 所 以 L(@j,@;,…,Q;,)=L(Qi,Q,,…,Q,). 由 定理 1,@,， 
a, a, ЖГ (а, ,Qs,…,Q,) 的 一 组 基 , 因 而 L(@i,@,,…， 
a, ) 的 维 数 就 是 s. | 

定理 4 设 W 是 数 域 P E 维 线性 空间 V 的 一 个 m 维 子 
空间 , gl ,ga ，…，,C。 E W 的 一 组 基 ， 那么 ИЙНИ ИИГЕ 


整个 空 s 间 的 基 . 也 就 是 说 ， 在 V 中 必定 可 以 找到 n 一 m A` m 
РА © g 48 у ~ … / 是 V 的 一 组 基 . 


Г А 
Smti +2 5 › n + тч wj 9 I)» 9 р A 
e 


ШЕ ВВ 对 维 数 差 n — m НЙ, 4 n- m = 0 ,定理 显然 成 


a Mm ~ pa 已 经 是 V hh tt і -e AD er __ 
`Y. М Ду @,,@„,°**,@„ DCR V Æ. ЛЕКЛЕ Л m = Ё ВУ 
理 成 立 ,我们 考虑 n- m = k + 的 情形 . 


既然 «,,а,, an, 还 不 是 V 的 一 组 基 , 它 又 是 线性 无 关 的 ， 


那么 在 7 rh /. = Аа —. A< rH: EL y Ж BE zt: гу гу 0, у 2 FL Æ 
IPAE Y TEN J IJ E: „+1 HCD Иру G> > ;wn AILI 
出 ,把 @,, ,| 添加 进去 a, a,n, Gü, VEERESH (Z 
看 $3 中 的 第 三 个 结论 ). 由 定理 3, Той І (а,,9,,°,а,, 
© л 十 1 / КС frt L 1 “E Ay. КЧ „у IL 2 1) N 7 “t j А ГАФ д. А 


= р, 由 归纳 法 假设 ， L(a, @3,, 0, , G... > ) 的 基 QQ ° A, Д 


а„ ,可 以 扩充 为 整个 空间 的 基 . 
根据 归纳 法 原理 ,定理 得 证 .| 


$6 于 空间 的 交 与 和 


在 这 一 节 , 我 们 来 介绍 子 空间 的 两 种 运算 : 交 与 和 . 

定理 5 如 果 V, V: 是 线性 空间 V 的 两 个 子 空间 ,那么 它 
们 的 交 УП V, 也 是 V 的 子 空间 ， 

证 明 ВЖ, НОСУ, ,0СУ,, ОСУ, NV, ВН У, П 
V, Ed3Ezzij ВИК, ШЖ а, ВСУ, ПУ, , В а, BEV, ШН е, В 
€ V, ,那么 s+ BE үа + B€ Vit a + BEV, ПУ, Л 


量 乘 积 可 以 同样 地 证 明 . 所 以 了 站 是 V 的 子 空间 .1 
+ HJ. TA V ill V. Æ V WJ ЇН). В 


可 以 看 出 , 子 空间 的 交 适 人 台 下 列 运 算 规 律 : 


Хп 
ПУ, = У, П V, (KRE), 
n 


у-у Пет N V, )( 结 合 律 ) 
| Y 3 YJI IA #21 У VH H Ff / ° 


( 
由 结合 律 我 们 可 以 定义 多 个 子 空间 的 交 : 
wwnwn…nyv = (у, 


i=l 


8 P V, , V, 是 线性 空间 V 的 子 空间 ,所 谓 У, 与 V, 


dehe Ei ch =+ eb == = р 25 Чи — 一 TYr “Ë C Y hh гә EL 
HJ TH , Æa ADTA RERNI G, T G, , 0 G, С v /,G@G,C У, Н) IH) E. 
r 


V, , Вр 
aza, +а, а EV ʻe Є У, 
В= В. +В. В.СУ,, В. СУ, 
а+В= (а, + В,) + (а, + В,). 
ХВ V,, V, 是 子 空间 , 故 有 
a +В, СУ, ,а, + В,С У, . 
因此 
а+Вє у, +Уу,. 
同样 ， 


ka = ра, + ра, Є V, + V,. 
所 以 , w + V, 是 V 的 子 空间 . | 
由 定义 不 难看 出 , 子 空间 的 和 适合 下 列 运 算 规 律 
Vit V= V,+ V (Ж), 


(V + V,) + V, = V: + ( V, + V. )Y(YZ: A. ZË ) 
V V С УЗ У 1 узна TF / ° 


由 结合 律 ,我 们 可 以 定义 多 个 子 空 间 的 和 


Vi + V, + == + V, = > Vi 


它 是 由 所 有 表示 成 
а, +а, + +а ,аЄ\У/,(ї=1,2,°,5) 

的 向 量 组 成 的 子 空间 . 

不 难 证 明 , 关 于 子 空间 的 交 与 和 有 以 下 结论 : 

1. 设 V,, V,, W 都 是 子 空间 ,那么 由 УСУ, 与 
Ы 1и rYyy— vy (í Tr = ++ ТЕР Y7 Ez uws Y7 т ik rl; 
oO W C V II У, ШЕ МОУ, 3 WV, Б) ili 
V, 


对 于 子 空 间 У, 与 V; ,以 下 三 个 论断 是 等 价 的 : 


== 
М7 
= 
s 
[Т] 
е 


о 


Y 1 2 

2) Ұ, (ПУ, = V;; 

3) V, + V, = У,. 

这 些 结论 的 证 明 留 给 读者 . 

下 面 来 看 几 个 例子 . | 

例 1 在 三 维 几 何 空间 中 ,用 У, 表示 一 条 通过 原点 的 直线 ， 
V, 表示 一 张 通过 原点 而 且 与 V, 垂直 的 平面 ,那么 ,Vi 5 V, 的 
交 是 101 ,而 V, 与 V, 的 和 是 整个 空间 . 

例 2 在 线性 空间 P 中 ,用 V, 5 V, 分 别 表示 齐 次 方程 组 


ацх taiti t +аџ, х, =0, 


D 


1 _ 1 1 _ — (\ 
аз Ху та» х5 T T G, X, UYU, 
CRET + a Xs 十 十 a, x, = Ü 


bizi + фр ++ bi, z, = 0, 


10515, t b; x, t+ + b;,z, = Ü 


< 


(Бах, + бо Z; ++ bx, =0 
的 解 空间 ,那么 У, ПУ, 就 是 齐 次 方程 组 


ах, taytı ++ ау„х„=0, 


10,1251 + OnT Heet OT =U 


N2 
Сл 
© 


T (жо гу т )Y+I(R R В } 
ie \ ЧАЈ 9 7) 9 „че; / A \F19 F23 9 Ft 7 
= [(0,, ,‚а&,,В,, ‚„В,). 
关于 两 个 子 空 间 的 交 与 和 的 维 数 , 有 以 下 的 定理 
定理 7 ( 维 数 公式 ) 如 果 V, ” 2 是 线性 空间 V 的 两 个 子 


维 (Vi)+ 维 (V,) 
ШН i Vi, У, 的 维 数 分 别 是 ni, n, У, ПУ, 的 维 数 是 
т.Ж У, ПУ, 的 一 组 基 
A,A, G. . 
WR m= 0, 这 个 基 是 空 集 ,下 面 的 讨论 中 Cl,，…，, a, 不 出 
现 , 但 讨论 同样 能 进行 .由 定理 4, 它 可 以 扩充 成 V, 的 一 组 基 


G ,6C,,° ° G, ‚Ву, -„- 


也 可 以 扩充 成 V 的 一 组 基 
Gi, G, Amo Vis" s Yn -m 
我 们 来 证 明 ,向 量 组 
Oi, 02 Gn jy (1) 


是 V, + V, 的 一 组 基 . 这 样 , w+ V, 的 维 数 就 等 于 n i tn,- m, 
因而 维 数 公式 成 立 . | 
因为 
У,=1,(е@,,,@„ь›,Ву, B, _„),› 


1 


ту 


Vi= L(G G, Yi Yn са). 
所 以 
V,+ Vs=L(@ a, Biss В, о): 
现在 来 证 明 向 量 组 (1) 是 线性 无 关 的 .假设 有 等 式 
Ёш, + Е.а, t p Bi ++ p, -mbr -m 


+ qı Yı тт Чп,-тїЇп,-т =U. 


Мә 
ON 
© 


Ф 


а =k a, + Аа +В р, „Б, с 
= qh Yi U UU ф-т 

由 第 一 个 等 式 ,acE Vi ;而 由 第 二 个 等 式 看 出 ,xcE V. FE, аЄ 
У, ПУ, , в a 可 以 被 cl， а, y а, 线性 表示 . 令 а = 1а, + 
la, ++ LG, , WI] 

latuta, +q Yi + + gs my -n =O. 
由 于 0 G, yy -mn RETR, íF =: = L, = q, = 
=q,,-= =0,АШ a = 0. AMA 

k G tiet kyan T p Ër ъъ Pa -mBan -„ =0 


由 于 у, 0, ‚В, ,有 -线性 无 关 , 又 得 


к=з S kn = p = = pn =O. 

уде 24 ут on ү _ э э As As ¿b UL T 3 г 

IAIM HL J Qis’ s G, pis, Pn -ms Fiss Fn, -m 2416 ЉТ, И 
而 它 是 У, + V, 的 一 组 基 , 故 维 数 公式 成 立 . | 

从 维 数 公式 可 以 看 到 ,和 的 维 数 往往 要 比 维 数 的 和 来 得 小 . 例 


ИЛ ST pia >y = љД Ј pa УӘ. раа рата „ү 7м = уль Уч, F чр 


如 ,在 三 维 几 何 空间 中 ,两 张 通过 原点 的 不 同 的 平面 之 和 是 整个 三 
维 空间 ,而 其 维 数 之 和 却 等 于 4. 由 此 说 明 这 两 张 平 面 的 交 是 一 维 
的 直线 . 

一 般 地 ,我 们 有 : 

推论 “如果 n 维 线性 空间 V 中 两 个 于 空间 V, V 的 维 娄 
之 和 大 于 n ,那么 Vi, У, 必 含 有 非 零 的 公共 向 量 . 


证 明 由 假设 


HH ILA YX 5 


(У, + V,) + (У, 


5 
| 
F 
< 
+ 
Nis 
< 
V 
З 


N 
CN 
ма 


зова тада. 
定理 8 和 у, +V, 是 直 和 的 充分 必要 条 件 是 等 式 
a,EV, (i=1,2) 
只 有 在 а, 全 为 零 向 量 时 才 成 立 .… 
证 明 定理 的 条 件 实际 上 就 是 : 零 向 量 的 分 解 式 是 唯一 的 . 因 
而 这 个 条 件 显然 是 必要 的 .下 面 来 证 这 个 条 件 的 充分 性 . 
设 асу, + V,, 它 有 两 个 分 解 式 
а= а, + а, = В, + В,, 
a, BEV; (:=1,2). 
于 是 
(а, – В,) + (а, — B.)=0. 


其 中 a, —- В. Є У, (:=1,2). BEERE, 应 有 


Га А 


V ПУ, = 10}. 
证 明 先 证 条 件 的 充分 性 .假设 有 等 式 


ө Улэ] _ 
е 


° 202 


у +. — б гу С V. (2—1 2) 
ч^ 1 wo Vw М. Y; N £ 1 y / 
那么 
Am 一 rry (人 ту 
а=  @,© Vi | V. 
由 假设 
а, = а, = 0 


再 证 必要 性 . 任 取向 量 a € V, ПУ,. РЕЗ jn] E. И 
0(=а+(-а), ає у,,-аєЄУ,. 
因为 是 直 和 ,所 以 a= -w=0. 这 就 证 明了 
у, ПУ, = 0.1 
定理 9 W V,,V, 是 V 的 子 空间 , 令 W = V, + V, , WI 


W = V,G V, 
bh 2= ZMN M HE Az. t àF, 
HJ УЛЫ =< 2 TT ZJ 
#E( W )= #(У,) + (У, ). (1) 
Ш В; 
HAE WALAY OV 一 给 (YY7 Ya ЕСТУ `À (5) 
=N WW J C =N V 1 Í Və / N. YI t CE, V 275 <) 


而 由 前 面 定 理 8 的 推论 知 V, + V, 为 直 和 的 充 要 条 件 是 V, ПУ, 
= {0} ,这 是 与 维 (Vi 门 V,)=0 等 价 的 ,也 就 与 维 (W)= 维 (V,) 
+ 维 (V,) 等 价 .这 就 证 明了 定理 .上 1 

定理 10 设 U 是 线性 空间 V 的 一 个 子 空间 ,那么 一 定 存在 
一 个 子 空 间 W tE V = UG W. 

WA Ж UU 的 一 组 基 @,,…,@&, .把 它 扩充 为 V 的 一 组 基 


GC... Q (7 ..., / 4 AA 


і 5 3 э tis 
M ЕЕ (а. ›@„). 


7 +W +... + U ШНА АУ ++ 
тн Урт Və ` ' | CF Ба 


ла 
定理 11 Vi, Ve, V, Æ V 的 一 些 子 空间 ， 下 面 这 些 条 付 
是 等 价 的 : 
1) W= > V, 是 直 和 ; 
2) 零 向 量 的 表 法 唯一 ; 


3) V, N > V, = l0| (i=1,2,.…,s); 


J 天: 


4) #(W)= EEV). 
这 个 定理 的 证 明和 5 = 2 的 情形 基本 一 样 ,这 里 就 不 再 重复 了 . | 


`. > > 


$8 线性 空间 的 同 构 


设 1 ,8,,…,E, 是 线性 空间 V 的 一 组 基 , 在 这 组 基 下 ,V 中 
每 个 向 量 都 有 确定 的 坐标 ,而 向 量 的 坐标 可 以 看 成 P” 的 元 素 . 因 
此 ,向 量 与 它 的 坐标 之 间 的 对 应 实质 上 就 是 V #jJ P" 的 一 个 映射 . 
显然 ,这 个 映射 是 单 射 与 满 射 , 换 句 话说 ,坐标 给 出 了 线性 空间 V 
БР" 的 一 个 双 射 .这 个 对 应 的 重要 性 表现 在 它 与 运算 的 关系 上 
设 

人 一 Q18B1 十 ayB; 十 … 十 Q BE，， 
В = Ь, є, + b,8, t'e + Бе, . 
即 回 量 о, В 的 坐标 分 别 是 (a, ,az "а, ), (6,6, bn) Ж 


а+В = (а, +6, )е, + (а, +b,)g, ++ + (а, + b,)8,, 


Ёа = Ra є, + Ёа, ё, t: + Ra,E, 
于 是 向 量 z + В, ра 的 坐标 分 别 是 
(а, + б,,а, + b, y ° | G, +b )= (а, ,a, stan) t (b,b ‚= ,0, ),， 


[ba ba . ba Y= Ь( a Less a \ 
Кау, Ка) ° Kapn K AG15G2.5 s G, / 。 
以 上 的 式 于 说 明 在 向 量 用 坐标 表示 之 后 ,它们 的 运算 就 可 以 
归结 为 它们 坐标 的 运算 .因而 线性 空间 у 的 讨论 也 就 可 以 归结 为 
Р" 


v - — г d 4 "Ры AT T ob Vv 17 <р `` A w F 


的 讨论 .为 了 确切 地 说 明 这 一 点 ， , 先 引信 .下 列 定义 . 


由 V 到 V 有 一 个 双 射 c, 具 有 以 下 性 质 

1) øol(a+ß)=ola)+o(ß); 

2) o(ka)= ko(G), 
其 中 a,b 是 V 中 任意 向 量 ,k 是 P 中 任意 数 . 这 样 的 映射 о 称 为 
同 构 映射 . 


前 面 的 讨论 说 明 在 п 维 线性 空间 V 中 取 定 一 组 基 后 ,向 量 与 
它 的 坐标 之 间 的 对 应 就 是 V S) p" 的 一 个 同 构 映射 .因而 , 数 域 P 
上 任 一 个 п 维 线性 空间 都 与 P" А. 


由 定义 可 以 看 出 , 同 构 映射 具有 下 列 基本 性 质 


1. o(0)=0,o(-a)=-ol(a). 

在 定义 11 的 2) 中 分 别 取 有 =0, 一 1 8015. | 

2. olka, th a, + +Ë G@, )= k o(G@m )+ k,o(G@m,) +=: + 
ko(G@,). 

这 是 1) 与 2) 结 合 的 结果 . | 
CNR ola), ola), ola, 12. 


„т Z чәр г 


k G, t hk,G,+--- + k Gü, = 0 


k .o(@m,)+k,o(@m,)+=-- + ko(G@m,)=0. 


1017 K.G ‚®, 
因为 o 是 1 一 1 的 ,只 有 o(0)=0, 所 以 
Ва +А,а, + + ра, = 0. { 
因为 维 数 就 是 空间 中 线性 无 关 向 量 的 最 大 个 数 ,所 以 由 同 格 
KA 74 -eE ХА G A LTP | AA I-L. ZG J Pq = HJ AAN | AGJA A Н 17) 157 


| с(М,) = (о(а)|аЄ У, | 
是 o(V) 的 子 空 间 , 并 且 V, 与 o( V, ) 维 数 相 同 . 
5. 同 构 映 射 的 北 映 射 以 及 两 个 同 构 映 射 的 乘积 还 是 同 构 映 
射 . 
设 o 是 线性 空间 V 到 六 的 同 构 上 映射 ,显然 道 映射 c :是 V 
到 V 的 一 个 双 射 .我 们 来 证 o ' 还 适合 条 件 1) ,2). 


— 2 —— = 


令 @ ,Pp 是 V' 中 任意 两 个 向 量 ,于 是 


x lh + RA’ 一 ге” + R’ = күт! (К т + x= СВ" ў 
Ç \ ч ' F / i хм рл С чу VP / 


чл Ы Р w 


= o(c (а) +0 (B )). 


[ea 
条 件 2) 可 以 同样 地 证 明 . | 
1905 , 和 > ZY S| E. 2° EL Zç ГЇН] V ZJ U ЖП V 7 Zl Y77561 F Hq i É+ 
тую G HT #4 JU = ZX, LL Z IS Y эу Y “(IH Y AJI Y HJ1 TIS YAN” AI › 


我 们 来 证 乘积 ro 是 V 到 VV 的 一 个 同 构 映射 . 
АМ но hH F мЕН MB 
显然 ,ro 是 单 射 与 满 射 .由 
тс(а +В) = т(о(а) + о(В)) = тс(а) + то(В), 
тс(Ра) = т(Ро(а)) = krola) 
У 11 的 条 件 1) ,2), 因 而 是 同 构 映射 .上 


Е. 
а 

T4 
n> 


J w / у r— s" / 1 9 š 9 


= љ ъъ P... 人 一 — 2.2 „э == 


空间 V 到 目 身 的 恒 等 映 射 显然 是 一 同 构 映射 ， 


既然 数 域 P 上 任意 一 个 维 线性 空间 都 与 P" 同 构 


-L |-L ЛУУ I epl A I-L жИН I AF- J у 9 

的 对 称 性 与 传递 性 即 得 , 数 域 P 上 任意 两 个 n 维 线性 空间 都 同 
ын 
КЕ 

定理 12 数 域 了 上 两 个 有 限 维 线性 空间 同 攀 的 充分 必要 条 
件 是 它们 有 相同 的 维 数 | 

在 线性 空间 的 抽象 讨论 中 ， 我 们 并 没有 考虑 线性 空间 的 元 素 
是 什么 ， 也 没有 考虑 其 中 运算 是 怎样 定义 的 ,而 只 涉及 线性 空间 在 


所 定义 的 运算 下 的 代数 性 质 . 从 这 个 观点 看 来 ; 同 构 的 线性 空间 是 


可 以 不 加 [ЄЧ A> wM 12 36 HH Y H xr E. # EH Zt ZD VL >ç ral 的 


Су A 1 加 ES JJ HJ FA y A; eE, 上 全 VUI J4 әзе XA АС R M‘ еш rA LLL I” HJ 


v 


唯一 的 本 质 特 征 . 
кыны .每 一 个 数 域 р £h: £. L 2 mat zt Е „ — y, ¿H БЕ =É ДН 
TI JJ] E | А Г En 2 24 ITL = IBJ HP — U ЫХ ZH. J7! AAAY 
空间 Р" 同 构 ,而 同 构 的 空间 有 相同 的 性 质 .由 此 可 知 ,我 们 以 前 所 
ZH Zal Lh >Z. 一 一 -f are Lbh AD UL > ^—1 +, L. = , > a 
得 到 的 关于 п 元 数组 的 一 些 结 论 ,在 一 般 的 线性 空间 中 也 是 成 5 
的 ， 而 不 必要 一 一 重新 证 明 . 
У Hpi 
7J Nas 
1. £ МСМ, ТЕН: 
MIN=M,MUN=N. 
2. 证 明 


MNMN(NUL)= (MNMNN)U(MNL), 
MU(NNL)=(MUN)N(MUL). 
3. 检验 以 下 集合 对 于 所 指 的 线性 运算 是 否 构成 实数 域 上 的 线性 空间 : 
1) 次 数 等 于 n(n 之 1) 的 实 系数 多 项 式 的 全 体 , 对 于 多 项 式 的 加 法 和 
数量 乘法 ; 
2) А 是 一 个 n xn 实 和 矩阵 ,4 的 实 系数 多 项 式 f( 4 ) 的 全 体 , 对 于 
和 矩阵 的 加 法 和 数量 乘法 ，; 
3) 全 体 ”级 实 对 称 (反对 称 , 上 三 角 ) 和 抢 阵 ,对 于 和 矩阵 的 加 法 和 数量 乘法 ; 
4) 平面 上 不 平行 于 某 一 向 量 的 全 部 向 量 所 成 的 集合 ,对 于 向 量 的 加 


“у 


о л 
° £07 


法 和 数量 乘 


к^ 


5) 全 体 实数 的 二 元 数列 ， 对 于 下 面 定 义 的 运算 名. 
(a,,b,)@O(a,,b,)= (а, +а,,ь, +b, + ауа»), 
102), 


1/5 
/ 


веба.) = (ka, , bb, + 
6% 平面 上 全 体 向 量 , 对 于 通常 的 加 法 和 如 下 定义 的 数量 乘法 : 


k°@=0: 
@ —w; 


7) 集合 与 加 法 同 6) ,数量 乘法 定义 为 : 
роо = g: 
8) 全 体 正 实数 R ,加 法 与 数量 乘法 定义 为 : 
аФ®ь = аЬ, 
а= а". 
4. 在 线性 空间 中 ,证 明 : 
1) £0=0; 
2) k(@— В) = ka – РВ. 
. WE: ZE E ра 25 [а] НН ,1,cos t ,cos2t 是 线性 相关 的 . 
М 


6. ШЖ у, (х), р, (z), fhlr) EREZA PLzj 中 三 - 


但 其 中 任意 两 个 都 不 互 素 ,那么 它们 线性 无 关 . 


"7 p4 w ra = Е а Ы _ TT hh АА с У 
/. # P 中 , >K [n] Et © 1225 E E2, E364 TAJET, LX 
1) g, =(1,1,1,1), а, 1,-1,-1), 
2м — 41 _4 1 _1\ ~ — /1 1 а 4\ 
ёз \1, 1,1, 1 ,.@4 — 1,71, 1,17. 
&= (1,2,1,1); 
Э\ = — (11 1 а 1\ о — (7 1 2 15 
=] Cl х,у), ©2 `1) 9 工 / 9 
€, = (1,1,0,0), є,= (0,1,-1,-1), 
名 (n б Л 1). 


8. 求 下 列 线性 空间 的 维 数 与 一 组 基 : 
1) Ж Р EZE P”; 
2) P" "中 全 体 对 称 ( 反 对 称 , 上 三 角 ) 矩 阵 作成 的 数 域 P 上 的 空间 ; 
3) 第 3 题 8) 中 的 空间 ; 


O 为 了 与 通常 的 加 法 .乘法 区 别 ,这 里 我 们 分 别 用 “由 "与 “。 来 代表 所 定义 的 间 
量 加 法 与 数量 乘法 .下 同 . 


= Z гу 


° 205 ° 


4) 实数 域 上 由 和 矩阵 A 的 全 体 实 系数 多 项 式 组 成 的 空间 ,其 中 
1 0 0 | 
A= 0 w 0 ‚в = - 1 +⁄3i 
| ) 7 
0 0 w’ 


9. 在 Р 中 , 求 由 基 El，BE，BE3，BE4 到 基 п, Tm... N2. N, 的 过 渡 和 矩阵 ,并 求 
向 量 上 在 所 指 基 下 的 坐标 . 设 


(к, =(1,0,0,0), (n. =(2,1,-1,1), 
а= (0,1,0,0), |m =0.3, 1,0), 
С ana apa 2,1), 

e, = (0,0,0,1), n, = (6,6, 1,3), 


&=(хү,х›,ту,х„)Е ттт, 下 的 坐标 ; 
(a1=( 1, 2,-1,0), (m =( 2,1,0,1), 
» ‚=( 1,-1, 1,1), е! 0,1,2,2), 
=(-1, 2, 1,1), [m =(-2,1,1,2), 
(s =(-1,-1, 0,1), lm =( 1,3,1,2), 
ё = (1,0,0,0) Æ sl,s; ,8:,84: 下 的 坐标 ; 
,=(1, 1, 1, 1), (m=(1,1, 0, 1), 
є,=(1, 1,-1,-1), |m=(2,1, 3, 1), 
КИШ 1,-1), |m=(1,1, 0, 0), 
[€g =(1,-1,-1, 1), \m=(0,1,—1,—1), 
ё = (1,0,0, -1) m n т, 94 下 的 坐标 . 
10. 继 第 9 题 1), 求 一 非 零 向 量 E, CEE 5, 6,,6;,8, 与 т, 17, 3, 
п, 下 有 相同 的 坐标 . 
11. 证 明 : 实 数 域 作为 它 自 身上 的 线性 空间 与 第 3 题 8) 中 的 空间 同 构 . 
12. 设 V, , V, 都 是 线性 空间 V 的 子 空间 , 且 wCYV ,证 明 : 如 果 V, 
的 维 数 和 V, 的 维 数 相等 3А У, = V,. 
13. R AEP”; 
1) 证 明 : 全 体 与 4 可 交换 的 和 矩阵 组 成 P” "的 一 子 空 间 记 作 C(4); 


AA ми 


2) 3 A= ERF,# C(A); 


3) 当 


~ 


3) 


ty 
ON 
‘© 


‚б 
lo o O n J 
时 , 求 C(4) 的 维 数 和 一 组 基 . 
14. 设 
(1 0 O) 
А= |0 1 0|， 
(3 1 2) 
Ж P ”中 全 体 与 4 可 交换 的 矩阵 所 成 子 空间 的 维 数 和 一 组 基 . 
15. 如 cat opt ca Y SOE с1с,701Е:1(а,)- І(В, Уу). 


( 
1 \ эхэ 一 9? 芋 ]/ 9 1 ÀN <s 5 БК! д9 
а, = ( 1,2, 0,1), а,=(-1,1,-3, 1), 
1) 2) 
а3=(-1,1,-3,0), аз = ( 4,5, 3, 1), 
[ae 1.1, 1,1); [a 1,5,—3, 1) 
17. 在 P4 中 , 求 由 齐 次 方程 组 


(З=, +20, — 5х; +40, =Q, 
430, х. +35, 32; =0, 
37. + 5х, —l3x, + 11е. = 0 
确定 的 解 空间 的 基 与 维 数 . 
18. 求 由 向 量 a, 生成 的 子 空间 与 由 向 量 p, 生成 的 子 空间 的 交 的 基 和 维 
数 . 设 


1) а, = ( 1,2,1,0), В, = (2, 1,0,1), 
[es=(-1,1,1,1), |В›=(1,-1,3,7); 
а, = (1,1,0,0), | = (0,0,1,1), 
© 1а = (1,0,1,1), В, = (0,1,1,0); 
(G, = ( 1,2,-1,-2), 
) 31 L D IB =( 2,5,-6,-5), 
3) < а, = ‚1, , , 
| | |p, = -7, 3). 
103 = (1,0, 1,— 1), 
19. 设 V, 与 V， 分 别 是 齐 次 方程 组 r Жжж, ++ xr, =0 5 xz, = x; 


б = rx, 的 解 空间 ， 证 明 Р" = V, V.. 
20. FEB: W V = У, @У,, У, = V VL, А V = V, ФУ, Ф 


21. 证 明 : 每 一 个 维 线性 空间 都 可 以 表示 成 个 一 维 子 空间 的 直 和 . 
22. 证 明 :和 D) V: 是 直 和 的 充分 必要 条 件 是 ， 


-1 
у п si _ Га) “2 — 2 ... ` 
v, ll 2, v; = 19] \2 — Z, | $). 
Jj = 1 
эз Zc = г >s [at = £h Ал k= Z hh ОЕ Т rh EF Z É PS E Bi ш Ah га EL УК 
22. TRÆ j 22180 Н.У £ ЛАНУУ. ERIT, PL Н AIA J LH HU IB) А 1 


上 零 向 量 构 成 一 个 三 维 线性 空间 R°. 
1) 问 所 有 终点 都 在 一 个 平面 上 的 向 量 是 


AAS 


不 
2) 设 有 过 原点 的 三 条 直线 ,这 三 条 直线 上 的 全 部 向 量 分 别 成 为 三 
个 子 空 间 工 ,L,,L;. 问 L,+ 上 L,,L, + L, + L, 能 构成 哪些 类 型 的 子 空间 ， 


试 全 部 列举 出 来 . 
U+V= 义 ,XDDY, 是 否 一 定 有 Y= ҮПО+ҮП У. 


+ 充 题 


1. 1) 证 明 : 在 Plr], 中 ,多 项 式 

/;=(хж-а,)(ж-—а;,-у)(ж—а,.,)'б(х-а„), i=1,2,.,n 
是 一 组 基 , 其 中 cl ,a,,… ,a, 是 互 不 相同 的 数 ， 

2) 在 1) 中 , 取 al,a,,…,a, 是 全 体 n 次 单位 根 , 求 由 基 1,x,…， 

х ЈЕ fis fasti o fa АРЕ. 

2. 设 a ,a,,… G, 是 ” 维 线性 空间 У 的 一 组 基 ,4 是 一 n x s EE, 

(В, , В," B.) = (а, ,0 G, )A. 

ШЕВА: (В, ,Pp,,… ,Pp ) 的 维 数 等 于 А 的 秩 . 

3. 设 f(x,…,X, ) 是 一 秩 为 n 的 二 次 型 ,证 明 : 存 在 R” 的 一 个 


A(n- 150) 
维 子 空间 V, (其 中 s 为 符号 差 数 ) ,使 对 任 一 (zx,… ,zt,)E У, В /(лхү,т,, 


. 971 
` 4/1 


+75 (81; 


ИФ + 11107) 9 


л Dow г 


“,ж„)=0. 
4. 设 V, , V, 是 线性 空间 V 的 两 个 非 平凡 的 子 空间 ,证 明 : 在 V 中 存 
在 a 使 aEV,a€V, 同时 成 立 . 


5. 设 Vi,V:,…,V, 是 线性 空间 Y 的 :个 非 平 凡 的 子 空间 ,证 明 :V 中 
至 少 有 一 向 量 不 属于 V, ‚У, УУ, 中 任何 一 个 . 


Мә 
` 
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第 七 章 线性 变换 


同 构 , 因 之 ,有 限 维 线性 空间 的 结构 可 以 认为 是 完全 清 ST. 线性 
空间 是 某 一 类 事物 从 量 的 方面 的 一 个 抽象 .我 们 认识 客观 事物 , 固 
然 要 弄 清 它们 单个 的 和 总 体 的 性 质 , 但 是 更 重要 的 是 研究 它们 之 


间 НУутТТТАТТЕНУАА УА. 在 线 性 空间 中 ,事物 之 间 的 联系 就 反映 为 线 


性 空间 的 映射 .线性 空间 V 到 自身 的 映射 通常 称 为 V 的 一 个 变 


换 . 这 一 章 中 要 讨论 的 线性 变换 就 是 最 简单 的 ,同时 也 可 以 认为 是 
最 基本 的 一 种 变换 ,正如 线性 函数 是 最 简单 的 和 最 基本 的 函数 一 


9 -Fe 一 一 La J|. 


样 .线性 变换 是 线性 代数 的 一 个 主要 研究 对 象 . 


下 面 如 WK ‚ЖЕ | =S R 所 考虑 的 都 是 其 一 Б ee tha Жу P 上 的 
НАЛУ ZJ ` ТУ 别 лы BH 9121 9 УСУ HJ НР ХЕ 不 JAC HJ XA AN 24 _L.HJ 
线性 空间 
быз AAA 4 24 kL. IT7r bh ИМ ур НА „24е `, ФО Wi тй Ни hn ЕН q+ — 
КЕ, = IL — IJ v WJ | KR A TJER T 2; Pi AH АЛУ jJ 


A(ka)= (а). (1) 
后 我 们 一 般 用 花 体 拉丁 字母 %,9,… 代 表 VEER, Aa) 
或 ver ,代表 元 来 0 在 变换 < F BJ. 
定义 中 等 式 (1) 所 表示 的 性 质 , 有 了 时 也 说 成 线性 变换 保持 向 量 
的 加 法 与 数量 乘法 . 


”“ 下面 我 们 来 看 几 个 简单 的 例子 ,它们 表明 线性 变换 这 个 概念 


El 2 + РР bh rh Z< ñi 
ЕН T m HJ F] r НЈ. 
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例 1 平面 上 的 向 量 构成 实数 域 上 的 二 维 线性 空间 . 把 平面 

1 иң L. HJ I” Æ TI AAN Zx XA TN 1. НОЈ — ш LI.1 ы | HH 

围绕 坐标 原点 按 反 时 针 方 向 旋转 0 角 , 就 是 一 个 线性 变换 ,我 们 

ч g == DHE SET L —_ A AHE o Уен А БЕ Z — ПД АА FZ EL / _. 

用 发 7. H r B] г — T" li] а +£ BL fi é pR 238 F HJ Ée ph am (x, 

y) ,那么 像 %(e) 的 坐标 , 即 a 旋转 角 之 后 的 坐标 (xz ,y) 是 按 
[z )_ | соз ô -sin Д [z 


\ J sin в cos 8| \у/ 
来 计算 的 .同样 地 ,空间 中 绕 轴 的 旋转 也 是 一 个 线性 变换 . 

例 2 设 @ 是 几何 空间 中 一 固定 的 非 零 回 量 ,把 每 个 向 量 6 
变 到 它 在 a 上 的 内 射影 的 变换 也 是 一 个 线性 变换 ,以 П, 表示 它 
用 公式 表示 就 是 

п„(ф={@ a. 
这 里 (@ ,6),(@ ,Qa ) 表 示 内 积 . 


Aal з ЫЫ = ГА! y rh ҢЫ Ar й + 0 De АЗ 23. zç LK с НП 
DJ 3 线性 空间 У T HJ) 18 =F ЗЕ J SX Ty APLIK O, BP 
«(а) = а («Є У), 
IREK 0, Вр 
0(0)=0 (G€ V) 
都 是 线性 变换 ， — — ` 
Ha A VU АЖЫ р LMA xw А ВА. р Н AS = V 
уут X V AEA 22 1 I. HJ EL T J K AE IT T > 1 SX ХЕ А 
V 的 变换 如 下 : 
了 ~ /7 
0 >=, @ < У. 
不 难 证 明 ,这 是 一 个 线性 变换 , 称 为 由 数 & 决定 的 数 乘 变换 ,可 用 
针 表 示 : 显 然 , 当 &=lT 时 ,我 们 便 得 恒 等 变 换 , 当 &=0 时, 便 得 堆 
AP H 


Н 


例 5 在 线性 空间 P[z] 或 者 P[z], 中 , 求 微 商 是 一 个 线性 


пк Ва `? А-7 MZ ун лн ЕН с, Аз == нп 
LIK. j; | LKA т ЛЫ 2 |N AA , PP 


Ф(/(х))= f (>). 


КЕ БЕ pR kk ZH БУ SE ЗИ 
HJ —. М KE ER 094 ХА ZH. ДА ХА 


一 线性 空间 , 以 Cla DORE. 在 这 个 空间 中 ,变换 
外)) - | KON? 


不 难 直接 从 定义 推出 线性 变换 的 以 下 简单 性 质 
1. 设 以 是 Vv 的 线性 变换 ， 则 A0) = 0 , S ( 一 g) = — Aa). 
这 是 因为 


5/(0) = (0а) = 0.4 (а) = 0, 
«(= а) = «((- 1) а) = (-1) (а) = – Ҹа). 
2. 线性 变换 保持 线性 组 合 与 线性 关系 式 不 变 . 换 句 话 说 ,如 
R В Еа, ,a,,…,a, 的 线性 组 合 : 


P=kia, tka, +t + ,а,, 
那么 经 过 线性 变换 之 后 ,以 (B8) 是 .ww(@,) ar Aa ln 
J 个 -过 一 I „ж. LN < /A F г 人 一 N] / 9 N 2 / 9 9 N ° F /IY 
样 的 线性 组 合 : 
Паў L AHA Y+ L NL Aan 
X p; K ISA GI TRY G, T TK, 4. G, ) 
又 如 果 а, ,а, a, 之 间 有 一 线性 关系 式 
kæ, T+hk,G@,+- +b G@ =0, 
HE Z рг {үт ВЗ 4@ — ар +q Ж [E] Pë НЕ >£ = 
ЭРА Ú T J HJ A — I8J Z 43 IR) TT HU >— ZŠ 
| k Ч(а,) + Ё„ Aa) +t +k Aa,)=0. 
РУР r. be LELE — M Z dË TA. > , Bn ZH 


以 上 两 点 ,根据 定义 不 难 验证 ,由 此 即 得 
3. 线性 变换 把 线性 相关 的 向 量 组 变 成 线性 相关 的 向 量 组 . 


但 应 该 注意 ,3 的 逆 是 不 对 的 ,线性 变换 可 能 把 线性 无 关 的 知 
量 组 也 变 成 线性 相关 的 向 量 组 .例如 零 变 换 就 是 这 样 . 


57 £b Dei i= А. 


У < wÇ LL GIAR H J JS TIT 


€ 
s 
SF 
= 
р 
= 
ЗЕ 
s 
=Ë 
š8 
X 
| 
NE 
бү 


首先 ,线性 空间 的 线性 


УЗБ УУ A O EL Zb Ft Z үу 的 两 个 线性 恋 搞 == V т I ИП sip £ 
— ЛТД + КА чумо AD Q ы IL. Y KII | A IF < LN y AL. Z Lu Jl J H.J оте Ал 
YW 为 
JION S — N — A ON >— N NN l >=> \ 
(22) (а) = ALDU )) VG S vy J). 
容易 证 明 ,线性 变换 的 乘积 也 是 线性 变换 .事实 上 ， 
(9) (а + В) = s(@(a + В)) = =(#(а) + 9(B)) 
= ABa )) + YB(B)) 
= (YB)(a) + (58) (В), 
(«ДУС bae) — of 一 AbD m \ \ 
ТАЧ X 2 Rw $X X лал, 
= 14(2(а)) = k(AZ)a) 


+. 
x 


Уу HH Z ME 24. 
IX D, НУ “#249 是 线性 的 . 


既然 一 般 映 射 的 乘法 适合 结合 律 ,线性 变换 的 乘法 当然 也 适 


(AB)EC= ABE). 
但 线性 变换 的 乘法 一 BET TARH. 例如 ,在 实数 场 R 上 的 线 
2% 中 ， 


29(f(r)) = f (<), 


f#(f(z)) = | Өй 


0 
的 乘积 24=6, 但 一 般 7056. 


对 于 乘法 ,单位 变换 ë 有 特殊 的 地 位 .对 于 任意 线性 变换 … 


z4 
d} 


б эб = A. 


Hye x+ T P UL zr: 
КАМ, AJ ] % I+ > 


的 两 个 线性 变换 , 定 》 


`E TT M == № фп 44 эл. _/7 OD (=| 二 >ч 
КУН) УА ХЕ XIMIK. lX A, 0 EX ТЕ 2р |BJ v 


换 
它们 的 和 %+ @ > 
) 


(#+%@)у(а)=Ж а)+®%(а) (аЄУ). 
容易 证 明 ,线性 变换 的 和 还 是 线性 变换 .事实 上 ， 


(2+ 9) (а+ В) = (а + В) + (а + B) 


ол ы, ' HAP)) ' OA 67 ' 


2( RNY 
2 P)) 
= ( (0) + 9(0)) + (208) + 2(В)) 


\ 


N 
М 


= ( -Z+ 05\( z + AAt LR) 
VT O JAG PT AG T HPS, 
(1+ 2) (Аа) = %( ka) + Zka) 
— L A — N LODI — — L(/ A \ a DlA 
RAC) T RDO) RA SMA G) T BG)) 
= k( + Bla). 
У |h >x Z ` хл B AD AL mre hor 
ЈА Ай, YT 25 FL Z ТХ 


证 明 留 给 读者 完成 . 

对 于 加 法 , 零 变换 0 有 着 特殊 的 地 位 . 它 与 所 有 线性 变换 S 
的 和 仍 等 于 A: 

w+ 0 = <. 
对 于 每 个 线性 变换 %%, 我 们 可 以 定义 它 的 负 变 换 ( — A): 
(- 0) (а) = - а) («Є У). 
容易 看 出 , 负 变换 ( - w) 也 是 线性 的 , 且 
Wt+(— 0) = 0. 
线性 变换 的 乘法 对 加 法 有 左右 分 配 律 , 即 
+) = AB+ AAE, 


(#+ е) A= BA+ CA. 


н — L. 
PRL, 
(«(2+ 6) ) (а) = (2+) (а)) 

= 0(2(0) + (0)) = A Ba)) + (6(а)) 

= (А2) (а) + (2) (а) = (42 + е) (а). 
这 就 证 明了 左 分 配 律 . 右 分 配 律 可 以 类 似 地 证 明 . 

在 上 一 节 例 4 中 我 们 看 到 , 数 域 P 中 每 个 数 & 都 决定 一 个 数 

乘 变换 .利用 线性 变换 的 乘法 ,可 以 定义 数 域 P 中 的 数 与 线性 
变换 的 数量 乘法 为 
A LX H J ИД ШЕ DIS /4\ 77 


k= ЖЯ, 


N 
~ 
N 


(Аа) (а) = ,Х(. (ш )) = Хо), 
л ална юж ш ¿Z JL ZF j Bh Ж Е. SE yj Y£ A- DJ 
当然 ,Rs ХУ де ZX ТЕЗЕ ТА. £F 27 45 шщ, ZX TE. ЗЕ ТАН) ЖАН ЛЕТАЛЕ +T КА 


hk( + 2@)= k /+ hk, 
1.2/= <. 


对 于 线性 变换 ,我们 已 经 定义 了 乘法 .加 法 与 数量 乘法 三 种 运 


Ж 由 加 法 与 数量 乘法 的 性 质 可 知 线性 空间 V 上 全 体 线性 变换 ， 


对 于 如 上 定义 的 加 法 与 数量 乘法 ， 也 构成 数 域 P 上 一 -个 线 Ња 
8. 


Pa ? La wk me v 


这 时 ,变换 2 称 为 .w BJ R Sei je 2 .现在 来 证 明 ,如 果 线 性 


М (АСА (0)))) 


7 一 М / т /一 1 7 


= (а) (В (@)) 


这 就 说 明 w 是 线性 变换 

最 后 ， JANI 们 引进 线性 变换 的 多 项 式 的 概念 . 

既然 线性 变换 的 乘法 满足 结合 律 ,当知 干 个 线性 变换 ш 
ңе Нал н EL = Anh а пн А Е 22: y 
ЛНАУ УУ г< ⁄⁄;K >=, Нн ЛУ ХЕ ZÚ Е UH A HJ xs Z< T/N HJ Н Н 702 їА Zt ZÜ : E` DU 
当 п “(п 是 正 整数 ) 线 性 变换 < AR, 3: {1 н] И FH 


一 一 人 一 一 
QQ: A 
Er PRY (¿BH „ Ж Ж 简章 其 记 作 ov wak Бән у A 
ЛУСУ TIAI чону п UN Tl s 190 Р АШ DAT x |F 23 AEA’ < 
L = é. 
+H H ZDP. L. тг +Z, EY bh e My ST DI 1ÑlhL (Hi He Xr >+. hul 
т ft ZX IEIRA HJ АЛЕ Ж. + PJ КАЈЕ M JH %X 12, АЧ: 
yt” = g” g", (YA) = m ( m n0) 
М LD мї. рге +A Tn > м; LE, >, dtir XD. Er М 
АТТЕСТА Y НАН, E. X. A HYN Е ЯХ Л] 
"(7)" (n 是 正 整数 ) 
这 时 ,指数 法 则 可 以 推广 到 负 整 数 贤 的 情形 . 
值得 注意 的 是 ,线性 变换 乘积 的 指数 法 则 不 成 立 , 即 一 般 说 来 
Су H = -L FISTIN H =L 9 >F JAA кыл 
(AB AAB". 
设 
/(х)=а„ьх” tap xr” ++ao 
ка nsr лә; A TE ET ту Lh LD Ur. nte ghire o 
Æ іх] CU ZRA, AIE V HJ — Tr 2 #Á , KRI ЛЕ X< 
Р) = а, £” +а„-\ y"? + + аб. 
显然 , As) 是 一 线性 变换 , 它 称 为 线性 变换 尺 的 多 项 式 . 
RWL +n Hi Z= palh 
DAEL HUL s AHIT Ií [L X j| TP 


А(х)= (х=) + (х), р(х) = f(z=)g(<=), 


һ(м/) = fL) + glr), p (S) = f( s) еб м). 
Р) в (90 = в (а) SCA). 
即 同一 个 线性 变换 的 多 项 式 的 乘法 是 可 交换 的 ， 


下 面 的 例子 表明 ， 线性 变换 之 间 的 一 些 关 系 可 以 通过 线性 变 
换 的 运算 表示 出 来 . 
例 1 在 三 维 几 何 空间 中 ,对 


个 线性 变换 (参看 图 1). П, 可 以 用 下 面 的 公式 来 表示 ( $1, 例 2): 
9, 


~ ° 
л _ ____ ____ es 
№ р 
| N ~ / 
\ 一 
| N „^ 
а 
GS ` 
= 
NSR 
[< 
S 
| 
М 
д з 
К 


了,(6) 可 以 用 公式 


6 对 于 平面 z 的 反射 A, 也 是 一 个 线性 变换 , 它 的 像 ( 图 2) 由 


H eB IE ^&ЯКЕИ% 


2,(6)=6-2П,($) 


设 a,P 是 空间 的 两 个 向 量 .显然 ,a 5p 互相 垂直 的 充分 必 


要 条 件 为 


($1 例 5). 显 然 有 


ZIN 


表 


g = 0, 


© 
N 


РА) f(A+a) (аЄР) 


AP VL. їс ЫА се 十 二 н н == +L EE TT — 
"`X T+: XDA, 用 Ја ФАХ. TK T 3 9J ЛЕ 7! +Ñ 


2 


fO +a)= f(A)+af (4) +5 af (А) +. 
п- 1 

L a Сп-1)/ 

(nC—1)1/ À 


因 之 Y 实质 上 是 9 的 多 项 式 : 


Y 
A J3 


2 
= a еео а п 
S =6+а9+ 579 + рут 


$3 ЭРЕН) ВЕ 


设 V 是 数 域 P En EREZA, E£, E, e, 是 V 的 一 组 
基 ,现在 我 们 来 建立 线性 变换 与 矩阵 的 关系 . 
空间 V 中 任 一 向 量 & 可 以 被 基 si , s: ‚к, 线性 表 出 , 即 有 
关系 式 
Š = х,&, + л&, + + ,2, (1) 
其 中 系数 是 唯一 确定 的 ， EMRE E 在 这 组 基 下 的 坐标 . 由 于 线 
性 变换 保持 线性 关系 不 变 , 因而 在 & 的 像 we 与 基 的 像 e, 
Yes ‚°°* Ae, 之 间 也 必然 有 相同 的 关系 : 
ÁE = ALE, + х›&; + `` + Z,E, ) 
= Ие.) + х. ogg +++ тж Ae). (2) 


TiSi, + ON у ' ' nT A % ГА 


上 式 表 明 ,如 果 我 们 知道 了 基 є, е, ,，…，,s, 的 像 ,那么 线性 空间 中 


A гга ER. g Lh ЈА the h Аге УМ — -P — >x 


任意 一 个 问 量 ç НЈАСШ SL NIB Ј , NA И 


1. É: z, nE, 是 线性 空间 V 的 一 组 基 . 如果 线性 变换 
YW 与 2 在 这 组 基 上 的 作用 相同 н], В 
Ye, = @&,, 1=1,2, ‚71, 
那么 <= 3 


证 明 y5 2 j 4255 V Rb u (TX 
Л» А ХЕ C Hj 


此 ,我 们 就 是 要 证 明 对 任 一 向量 E, FA чё = 26 成 立 . 而 由 (2) 
及 假设 , 即 得 
ЧЁ = xr, YE, + х, ЧЕ, + ° + zx, ЧЕ, 


结论 1 的 意义 就 是 ,一 个 线性 变换 完全 被 它 在 一 组 基 上 的 作 
用 所 决定 .下 面 我 们 进一步 指出 , 基 向 量 的 像 却 完全 可 以 是 任意 


的 ,也 就 是 说 ， 
2. Ў si ,8s，,…，E， aspa ГА V Mk saka 


Áe, =G, ,1=1,2,-: (3) 
证 明 RIKEN E MR HEE. E 


eS 
© т 2 2:&; 
1 = ] 
是 线性 空间 V 的 任意 一 个 向 量 ,我 们 定义 V 的 变换 AH 
XE = Ух. (4) 
i=] 
下 面 来 证 明 变 换 x 是 线性 的 . 
在 V 中 任 取 两 个 向 量 ， 
В = > b,s y = > cE 
1 = 1 i = | 
于 是 


B+ у= 2 + c; )8; , 


= Spbis,,k EP. 


i = | 


按 所 定义 的 的 表达 式 (4), 有 


d 
à 
` 
' ы = 
一 ^^ 
су 


L) 
об 


= Уа + Уса, = wp + Vy, 


і = 1 


A kB) = Dba, = = #Ў\ ьа, = рар. 


i= 1 


因此 ,xi 是 线性 变换 . 再 来 证 x 满足 (3) 式 . 因 


ыз | рч j> кы. <= 9 人 me X w /N° — Z w 
g, =0g, + +0&;,_, tle; +TÜg,, , + + ÜZ, , 


2—1 ^) ооо ал 
А 


所 以 
хє, = Оа, +з +0в;_,+1в@,+0в;„,++0@,„=@, 
¿=1,2,: п. | 

综合 以 上 两 点 ,得 

定理 1 б sl,s,…,8g, 是 线性 空间 V 的 一 组 基 , a, 
as，,… G, Е У ТЕЖ n АЕ. 存在 唯一 - 的 线性 变换 以 使 

Sg. =G, i=1,2,.…,n.1 
有 了 以 上 的 讨论 ,我 们 就 可 以 来 建立 线性 变换 与 矩阵 的 联系 . 
定义 2 设 s,s,,…,E, 是 数 域 P 上 п PERTE Z M V 的 一 


[sye， =a, +а 8, +: eta ge 


„ = 
а з ё; “Tni Tn 7 


| AE, = а, а»ё&; + +а,,&,, 


AE, 一 а\„ё, + A272 十 … + а „ё, ° 


用 和 矩阵 来 表示 就 是 
CBE 2 BE )= (ое, ,AE , E, ) 
= (8,,8,,"” 8, )A, (5) 
+ 中 
>x і 
k а уэ | 
А = a, Е а2, 


аһ а n2 е A nn ) 


Lt) 
Oo 
чө 


例 баен 是 (>) 生性 V 的 子 空间 


Yry Lh Ln +h im a +i —2— М. ұу £F УД е ++ ГА uL rr +/z. 
W Пу 21 2: ,350 CT IBAN V MHE E, Е," .指定 线性 变换 
x 如 下 


pak 
ч 
з 


(XE; 
如 此 确定 的 线性 变换 wx KANTEN W 的 一 个 投影 不 难 证 明 
Y= 


投影 x 在 基 e ,sg, ,…,8s, 下 的 矩阵 是 


1 x 
? | 
0 
\ J 
— 
m 列 

F LZ A Hoz _ ¿H Н >+ = ял zh >> F +h Krdi D L hh „„ 2 
AA TT + TLIA АБ. =H. Z K- J@ s FJA || J U ЖЕ -L J AO RAFA í 1. UJ л 2 
矩阵 的 一 个 映射 .前 


线性 空间 V 的 线性 变换 到 数 域 P 上 的 nxn 
面 的 结论 1 说 明 这 个 映射 是 单 射 ,结论 2 说 明 这 个 映射 
句 话 说 ,我 们 在 这 二 者 之 间 建立 了 一 个 双 射 .这 个 对 
现在 它 保持 运算 , 即 有 

EE Renee PRRP Ел 维 线性 空间 V 的 
组 基 ,在 这 组 基 下 ,每 个 线性 变换 按 公式 (5) 对 应 一 个 2 xX n ЖЕЕ. 
这 个 对 应 具有 以 下 的 性 质 ， 


д 


ы 
= 
pai 
НЕ 
对 


^ AIN ну LL. ° 


1) 线性 变换 的 和 对 应 于 矩阵 的 和 ; 


ay ¿P. Fp IR HA n SE; EO z+ ЕБ ШЕ ДА T E 
2) ZX FE SZ ERHI IETA AT DML T AE РЕ HY AETA 5 


3) & 性 变换 的 数量 乘积 对 应 于 矩阵 的 数量 乘积 ; 


84 


L 


4) nI Yñ 2р Яс а Б nl Tü ШЕУ Н +W HA XF Ly ЧЕ Н 
/ ч A HJ 254 I. >Ç LN — ШЫ AZ ҸЕ PT ы ЛА y LL X >< у AJ л 4 2— ҸЕ 
>T RA "Л. „2 сз EL Tt А A А-г НА 41-с s ~ ~ R hh 
kL у] Do 加 ET 六 人 已 Hj 和民 全 Ösd, s6, 1 Hy 
矩阵 分 别 是 4 , В, Вр 
尽 人 8E1，2，， ,‚&,) = (&,,&,, ‚&„)А, 
\G1 3029 9 Gy, / \©1›©2› з ©р JD. 


1) H 
(w+ 2) (6,8, С ,&„) 
= (Е, ,Е,,'--,Е,) + BCE, £3, E, ) 
= (в,,&›,,°**,&„)А +t(E,,£2,°,8,)B 
= (&,,&›,°°°,&„)(А +В). 
ПД, є,,&,, С ,&„ 下 ,线性 变换 w+ 2 НЕЕ А + В. 
2) 相仿 地 ， 
(HB)(81,E ,6,) = (%(8,,8,, `" 8, )) 
) 


(RE ,RE，，… kg. ) = (g, ,8,," £, EE. 


数 乘 变换 Ж ТЕШ — tH 3 F 28 x ЛУ Ж ЕБ 
ВТЕ ЕЛКЕ Ж ТЕТЕ — H ж F AXT ЛУ Т8 


ЖП ,数量 乘积 ¿XF РЯ РЕНК ЕЗЕН kA. 
4 


Э ГУ. -Pre rr: —. Aft Шъ 


) 单位 变换 é 对 应 于 单位 和 矩阵, 因 之 等 式 
AB = PA= E 


АХУЛ, Ата FE 38 468 Ej n] E РЕХТУ, I B. E У Е 


ч; HË 
Ау лу. | 


定理 2 说 明 数 域 P En 维 线性 空间 VV 的 全 部 线性 变换 组 成 


” 285 · 


( VASF JL Ar Ма 60 НП y E Жу 
КАД, 24 ІХ ну AH iA —] ЖА 


Ж 
P£ 
s 
Ж 
Ú 
> 
| 
> 
ч 


的 集合 L 对 于 LX Hy 1 EK 179 i i. | — IL 
空间 ,与 数 域 P 上 ”级 方 阵 构成 的 线性 空间 已 "|А. 


HI A ZD. VL. AR 1⁄2 ñi kE: [P TT I| E pi 2-L AS LA ri: EL hh di 
TIJN X IT IRAJ A FT ЕЗ КАН ТЕУ >f | HHJ A HJ К. 


ВОТ EEE, 下 的 坐标 是 (zi zz，…z), 则 E 在 基 


Гад Гад Фоо А A упт DPI RENS 
G1 3623 26n НУ а= ra Y1 #.У2 э Ур 7 ТРА OTN 


ЖЯ. 
证 明 ”由 假设 


4 
№ 


XE = (g, ,YE,,*** ,AE, ) 


一 (£, „E£, E,)A 


太一 方面 ,由 假设 


Ае) 
об 
O\ 


fa. \ 


Jil 
AE = (=, ,Е,,',Е,) э? . 
由 于 gs, ,gs;,…,8, 线性 无 关 , 所 以 
| [а] 
27 
У = д 2 | 


Б 14. 


线性 变换 的 矩阵 是 与 空间 中 一 组 基 联 系 在 一 起 的 .一 般 说 来 ， 
随 着 基 的 改变 ,同一 个 线性 变换 就 有 不 同 的 矩阵 .为 了 利用 矩阵 来 
研究 线性 变换 ,我们 有 必要 和 弄 清 楚 线性 变换 的 矩阵 是 如 何 随 着 基 


的 改变 而 改变 的 . 
定理 4 设 线性 空间 V 中 线性 变换 ЧЕРИ 
&|,&›,'°°,&„, (6) 
Nio LESMERI P (7) 


下 的 矩阵 分 别 为 4 和 了 ,从 基 (6) 到 (7) 的 过 滤 和 矩阵 是 X, Р 


证 明 已 知 
EF ‚Е, »" , €, ) 一 (£, ‚&›,›°°°,&,„ )А 》 


(AN HA) = (9,2, U n. )B, 
(m ,n n = (g, ,8g,, ,&„)Х. 


于 是 
(Sm , sn,, р, ) = (mo mo, n.) 
= (E1, £2, ‚&„)Х]=[У(&\|,&,, |, £ )] X 
— / -Je УДА ~ ÀW —// = = VA 
= (ЧЕ, ,Z8,,"`”" ҸЕ ) Х = (8 ,8,, £, )AX 
= (n. n. п )X АХ. 
її ° "12 {л /< w 
由 此 即 得 


一 Ро A | 

定理 4 告诉 我 们 ,同一 个 线性 变换 < EA |F] Ж F BJ Ж ЕС la] 
hh `Z. = — МН Ac >Z Z СА D! E= Ah i+ = Tç Һа Ym fn Q+ — 
HJ АХ. ЈА | ÆRA TL КА Ла HY L°] 论 中 是 重要 的 . АЛЕ, KIAT 
矩阵 引进 相应 的 定义 

定义 3 设 4,B 为 数 域 PP 上 两 个 ”级 矩阵 ,如 采 可 以 找到 
ЖЕ Р 上 的 n рр 入 ,使 得 B= X 'AX ,就 说 4 相似 于 
B, 记 作 A~B 

+H Мм В. А А 2и ГЕ па 3 217 н 0 22 Н 2 т — А Е 

ТН ЈА ХЕ А ЕР Ну TT 六 人 ;人 入 个 信和 有 周一 上 | 工人 从 


ERAN А" Е 'AE. 

. 对 称 性 :如 果 4 一 了 ,那么 吾 一 

ug A~B, АН XfËBB= X 'AX. £ Y=X ,就 有 A= 
XBX '=Y BY, 所 以 了 一 4. 

3. 传递 性 ， 如 果 4 一 一 下 ,了 2 一 C ,那么 4 一 

BHA X,Y { В=Х 'АХ,С=Ү BY. 令 Z= XY, 就 有 
C=Y X " AXY=2Z ”AZ, 因 之 A~C. 

有 了 和 矩阵 相似 的 概念 之 后 ,定理 4 可 以 补充 成 : 

定理 5 线性 变换 在 不 同 基 下 所 对 应 的 逢 阵 是 相似 的 ; 反 过 
来 ， aO 那么 它们 可 以 看 作 同 一 个 线性 变换 在 两 组 


TA “前 一 部 分 已 经 为 定理 4 EBI. 现在 证 明 后 一 部 分 . 设 ， 
级 矩阵 4 和 B 相似 .4 可 以 看 做 是 n 维 线 性 空间 V 中 一 个 线性 
变换 在 基 8, 2 EC， 下 的 矩阵 .因为 В=Х 'АХ, 


(т.т. n ) 三 (8 8 E,)X. 
显然 , N, п, 也 是 一 组 基 ,w 在 这 组 基 下 的 矩阵 就 是 В. | 
m 人 0 对 下 性 质 . 


R R -vli/A A \Y 
Dı Do A \ 8] 2285/2. 


由 此 可 知 ,如 果 B=X AX, Н (х) АЖЕ Р 上 一 多 项 式 , 那 么 


例 设 V 是 数 域 P 上 一 个 二 维 线性 空间 ,s,s 是 一 组 基 ， 
线性 变换 sE ene 下 的 矩阵 是 


Е! 


` 


现在 来 计算 E V 的 另 一 组 基 n ,?: 下 的 矩阵 ,这 里 


` 


тола) pi 


HE4 LALE ny 下 的 矩阵 为 


( 1 -1 "[ 2 nf _ 1] 
а 2 l-r l-i 2 
_[2 Е! 2 1) | 1 — 1) 
1 1 — 1 N — 1 9 
| (i JUDA, ус: £) 
_ |3 2 | 1 -1|_([1 1| 
1 1)[-1 .2) 10 1) 
P | -| i 
o 1 10. 1 
再 利用 上 面 得 到 的 关系 
( a „1 —1[ m „\ ( P \ [a a) 
1 一 外 | 2 1 1 一 1 1 
(71 2) (71 0j 1-1 =) (0 1) 
即 


| o|” 


我 们 可 以 得 到 

| 21 -UL -1| 

[-1 0) [-1 2][0 1] [-1 2 
_[1-1|[1 А 1] 
5 |-1 |0 1111 J 
-| 1 ¿12 1) k+1 k 
1-1 2-01 1} |-® -Ё+1) 

$ 4 “特征 值 与 特征 向 量 


我 们 知道 ,在 有 限 维 线性 空间 中 , 取 了 一 组 基 之 后 ,线性 变换 


оп PJ H 25 05 Е а h Y l EH £u E sk AE ax ZË МЕЛЕ М 对 于 每 个 给 
DL KA JR ЛАГ ЛУ АЕ ЛУ. у 1 ЗЛА AB PT 7 WI Z LL 2& T< АУ 


定 的 线性 变换 ,我 们 希望 能 找到 一 组 基 使 得 它 的 矩阵 具有 最 简单 


bh TZ I II! 0 -Ae TT б —— HS LL >b xt —— Б Yi hh У +V 十 一 > 


的 形式 .从 现在 开始 ,我 们 主要 地 就 来 讨论 ,在 适当 的 选择 基 之 后 ， 
一 个 线性 变换 的 矩阵 可 以 化 成 什么 样 的 简单 形式 .为 了 这 个 目的 ， 
先 介绍 特征 值 和 特征 向 量 的 概念 ,它们 对 于 线性 变换 的 研究 具有 
基本 的 重要 性 . 

定义 4 设 x 是 数 域 P 上 线性 空间 V 的 一 ТАНЕЙ, 如 果 


кн (1) 


М H im h yE. AL. ZL ra EL hh + rE 经 过 线性 变换 к хла +L Z 
PV Л ш" L.N 3 , T Шш IBJ Ең RJ /J IB) 11 24 IT. 5 TAIR + PK TF TE 


条 直线 上 ,这 时 或 者 方向 不 变 (M。>0) ,或 者 方向 相反 (Mo<0) ,至 
于 Mo=0 时 ,特征 问 量 就 被 线性 变换 变 成 0. 
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їп Œ. £ E 是 线性 变换 / АА 


AR л ХЕ 2А IE >< < 的 属 1 征 值 ^0 的 特 п] 8,9 k. 
WEAR RARE 也 是 wx 的 属于 1。 的 特征 向 量 .因为 人 (1) 
式 可 以 推出 


YA( RE)= A (kE). 


这 说 明 特 征 向 量 不 是 被 特征 值 所 唯一 决定 的 .相反 ,特征 值 却 是 被 
特征 向 量 所 唯一 决定 的 ,因为 ,一 个 特征 向 量 只 能 属于 一 个 特征 值 


лу HL J E 7Z! TE LN A HJ +N 779 ° нш) E Z 只 能 属 Жыр HL HL + 


现在 来 给 出 寻找 特征 值 和 特征 向 量 的 方法 . 设 V 是 数 域 P 上 


| ++ Ати at ¿L HL R ií(Ae yy 在 这 组 其 
п ZE L IF 8 1,868, , E, Ж G HJ FH 45 , Zç PL 5C TA; Y +L A ZH z 


下 的 和 矩阵 是 4. 设 是 特征 值 , 它 的 一 个 特征 网 量 上 在 si， 
Е, BE, 下 的 坐标 是 zw Хо», Ton . 则 YE 的 坐标 是 


因此 (1) 式 相当 于 坐标 之 间 的 等 式 
(хо ] (х0 | 


2 T 
A | = А, 102 (2) 
(20, J (х0, J 
或 
ka 
(E-A)? | =0. 
(Ton)? 


这 说 明 特 征 向 量 & 的 坐标 (zu zo U, Zon ЕЗЖУ 
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“ер — i n2 2 пп“ п 
Вр 
ff 9 — p Y — = p > — ... — 一 ~ 一 ñ 
1 “0 “17/51 1242 ' С1л^яля — V3 
一 a, >, + (ào 一 а›»)х› _ °“*° — Aann, = 0, 
(3) 
i Aani Tı T G,2 2) 一 … + (ào ш йы), 一 0. 


H + £=0, ,所 以 它 的 坐标 хоу, Zo ;Xo0, 不 全 为 零 , 即 放 次 方程 
组 有 非 零 解 .我 们 知道 , 齐 次 线性 方程 组 (3) 有 非 零 解 的 充分 必要 
条 件 是 它 的 系数 行列 式 为 零 , 即 


| ho 一 an 212 ~ Qin | 
~ az Ào а» ~ Arn 
A Ыы 
Tan Tam n А, а, 


我 们 引入 以 下 的 定义 . 


定义 5 RARIOR P E- n EBE, A 是 一 个 数字 .和 卸 阵 
AE 一 A 的 ES 


|à — an 412 а, 
T an À Tan `` TAn 

|AE-A|= (4) 
| _ Ql _ а „2 °° À = а an 


称 为 4 的 特征 多 项 式 ЖЕН P 上 的 一 人 个， 次 多 项 式 
4077 а НЈТЈ HL 24 20, 4 АЕ 3; N 1 -H7 i n 4 ` 2“. 


”上面 的 分 析 说 明 ,如 果 A, 是 线性 变换 x 的 特征 值 ,那么 A 


= 


2 BH Ач [р a ОА r ab x= 如 果 ` ЕЗ Ач ti A 
ХЕ E AE PF A 的 特征 多 项 式 的 一 个 MR 不 ^% ХЕ А.Р А 
的 特征 多 项 式 在 数 域 P 中 的 一 个 根 , 即 126B 4|=0, 那 么 齐 次 


„з= М 
e ө ө өө Ò% ө 


(1), 即 л, 是 线性 变换 . 
一 个 特征 向 量 . 


因此 ,确定 一 个 线性 变换 x 的 特征 值 与 特征 同 量 的 方法 可 以 


к: 
3 ja 


1. 在 线性 空间 V 中 取 一 组 基 &| ,se,,…,s, E H x 在 这 组 基 
下 的 和 矩阵 4 ; 

2. ЖЩ А 的 特征 多 项 式 |4E -A | 在 数 域 P 中 全 部 的 根 , 它 
们 也 就 是 线性 变换 < 的 全 部 特征 值 ; 

3. 把 所 求 得 的 特征 值 逐 个 地 代入 方程 组 (3), 对 于 每 一 个 特 
征 值 , 解 方程 组 (3) , 求 出 一 组 基础 解 系 , 它 们 就 是 属于 这 个 特征 值 
的 几 个 线性 无 关 的 特征 向 量 在 基 sg, ,sgs, ,…,s, 下 的 坐标 ,这样 ,我 
们 也 就 求 出 了 属于 每 个 特征 值 的 全 部 线性 无 关 的 特征 向 量 . O 

ЖЕЕ А 的 特征 多 项 式 的 根 有 时 也 称 为 4 的 特征 值 ,而 相应 的 
线性 方程 组 (3) 的 解 也 就 称 为 4 的 属于 这 个 特征 值 的 特征 癌 量 . 

例 1 Æ n 维 线性 空间 中 , 数 乘 变 换 在 任意 一 组 基 下 的 和 矩 
阵 都 是 kE , 它 的 特征 多 项 式 是 

[AE -kE|=(à-k)". 

因此 , 数 乘 变换 光 的 特征 值 只 有 .由 定义 可 知 ,每 个 非 零 向 量 都 
是 属于 数 乘 变换 光 的 特征 回 量 . 

例 2 设 线性 变换 x 在 基 вү,в,,&, 下 的 矩阵 是 


1 2 2 
=|2 1 2|, 


2 2 1 
R x 的 特征 值 与 特征 向 量 . 


”这 里 的 方法 在 理论 上 是 可 行 的 ,但 当 ” 较 大 或 矩阵 的 元 素 较 为 复杂 时 ,此 法 
就 很 麻烦 了 , 须 用 计算 数学 中 的 一 些 专门 方法 . 
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H `h kk ZL £ Ji =Ë > 
км лу TY HL. ZZ A =N /у 
А-1 -2 -2 
| ym А | 一 _ 9 ` — 1 __ 9 —/3 132/⁄/) Lg) 
[АГ — А | = Ра AÁ — 1 2 | ZLATI) QA I) 
2 -2 А-1 
БЕ pIi L+ г A Н 4 / — Æ Ë In с 
Л ATTU АЕ iH) 
把 特征 值 -1 代 和 人 齐 次 方程 组 
| (А = 1) х} 一 2x — 2х,= 0, 
— Эм A+ (3 1\4 — D — ñ 
Z TNA 1/52 РАЛУ 3 U3 
| — 22; 一 2х, + (А-1)х,= 0, 
得 到 
| ~ 221 = 2x, ~ 2z, = 0, 
—2х,—-2х,-2х„,= 0, 
- 2z, = 2х, — 2х3 = 0. 
它 的 基础 解 系 是 
| 1) f 0) 
oll al 


[-1J (-1, 
因此 ,属于 一 1 的 两 个 线性 无 关 的 特征 向 量 就 是 
ё, =, – &,, 
$. = Е, — 83. 
而 属于 一 1 的 全 部 特征 向 量 就 是 ee + 5,&@,,Е,,Е, ШН P 
中 不 全 为 零 的 全 部 数 对 .再 用 特征 值 5 代入 ,得 到 
| 4x; — 2х, — 2х3 = 0, 


— 2? 2 + 4 — Jr -NA 
ї A? <. 3 U 9 


|A | 
| — 2х, — 2x, + 4х; = 0. 


(1) 
11. 
(1) 
因此 ,属于 5 的 一 个 线性 无 关 的 特征 向 量 就 是 


63 =E, tE, tE, 


] 中 ,线性 变换 


п | > — A IL. <, үл 


@f(z=)= f (x) 


(0 1 0 0) 
É 0 1 0 
D=|: : : | . 
ооо al 
\0 0 0 0) 
D 的 特征 多 项 式 是 
là —1 0 0 | 
0 А 1 0 
[АЕ-р|=|: = д". 
0 0 0 -1 
ооо = A| 
因此 ,D 的 特征 值 只 有 О.Ж: Мн КЕ ЕУ БИН АЕ, 属 


E 


于 特征 值 0 的 线性 无 关 的 特征 向 


HH #p pa 3 SE hh Z ут т. H 6k E. 22 z£ dE ZË ИП Л 3⁄4r 


La USA JJ J < HJ Z ZS >AM Z N RÜ A RR ARNT Hy HH XA ° 


а 平面 上 全 体 问 量 构成 实数 域 上 一 个 二 维 线性 空间 , $ 1 


个 | 1 rh EEE g AKABERA FpJ EA 
Юу 1 ЕТ “ө 1 а JN = 35 I HJ AE ГТ Уу 


vk... ы 


N 
NO 


HJ TN ш. AN Z 3 
— cos 0 sin 0 
= 4? –24соѕ 0 + 1. 
— sin A À -n A 
| sin 6 cos 0 | 


当 02 k= В, 这 个 多 项 式 没有 实 根 . 因 之 , 当 0 天 tr 时 ,为 没有 特 


эз. АД. А2. УА E? IT кт Le 


征 值 . 从 几何 上 看 ,这 个 结论 是 Н SÈ НУ. 
容易 看 出 ,对 于 线性 变换 Е Ы А, 全 部 适合 条 


A ке == 


件 


„^ 


oles 一 
G 一 до с 


ВЕ Е a 所 成 的 集合 ,也 就 是 x 的 属于 A, 的 全 部 特征 向 量 再 添 


上 等 向 量 所 成 的 集合 ,是 VV 的 一 个 子 空间 , 称 为 x 的 一 个 特征 子 
空间 , 记 为 У, .显然 , V, 的 维 数 就 是 属于 A 的 线性 无 关 的 特征 


向 量 的 最 大 个 数 .用 集合 记号 可 写 为 V = la | а= ла, a € 
VI. 


在 线性 变换 的 研究 中 ,矩阵 的 特征 多 项 式 是 重要 的 .下 面 先 来 
看 一 下 它 的 系数 .在 


Y J ^ч ` „уь 


|А—аһ а 12 ~ Ain 
| — a À — a ~ A, | 
[АДЕ-А|= | 
Ql а „2 À -а,, 


Бе TT — rs аА Н A. Аг тш 25 А> 2) Á — 5 А — g+ Ф ZP. L hh — =Z —> q+ 
IIA T HJ 2:⁄ КЫ RNR E. 2⁄2 ñ T: < | ЖА) Н 24 L.HJ JU 3 , САЈ 
А 的 次 数 最 多 是 n -2. 因 此 特征 多 项 式 中 含 À 的 n KE xn - 1 K 
LA рае M AL. -AL АР. £. 1 一 = LA 二 FE Lim — 人- ЕЗ 
BJ AS BË TL. J HA ERL ЛЯ HU XE 3S Т ЧТ UDA, F 1 J E 
和 一 (at 十 az 十 + аыь)А" Т. 

在 特征 多 项 式 中 令 1=0, 即 得 常数 项 | -4|=(-1) 141. 

Hi; Hi Et ii ЕЖЕ ДУ fii =Ç ñi Bi DN Ji E; Er ҮШ pP Z+ 

кз А, ZN іч туш. ZZ 5А >N HJ HY РУ 25 — р NA y ДУРУ 


Е-А |= А" – (an tant +а,, )А"' 


д... 0 1\7 |а | ( < 
П + \ > 


ÀN 1) 1521. 


由 根 与 系数 的 关系 可 知 ,A BJ 2 ЛЕА АЈ Уа. tan + 


é+. Su Ё 


:十 a,,( 称 为 A 的 迹 ). 而 A 的 全 体 特征 值 的 积 为 | 41. 


kE ZTE AE G Ak BE zke HE М. ткн RE Yh ez hh IA B 7r £ G Arh IT 
1J UL [B Н АЕ TX EAX IIE >< LA 771 NA Ну. J>, ЕТЕН FIS- = I T > z. 


取 一 组 基 之 后 , KEE (Ë Ж JE: Zk FE ЛЕ ЖЕ fE X #H 38 F ARE E BU FF iF 2227 
式 的 根 . 随 着 基 的 不 同 , 线 性 变换 的 矩阵 一 般 是 不 同 的 .但 是 这 些 
矩阵 是 相似 的 ,对 于 相似 和 矩阵 我 们 有 


一 


定理 6 相似 的 矩阵 有 相同 的 特征 多 项 式 .， 
证 明 ЯА - В, Ж E OE X, {Ë B= X “AX. 于 是 
|АЕ-В|=|АЕ-Х 'AX|=|X '(AE- A)X| 
=|X !||АЕ-А||Х|=|АЕ- А|. | 
定理 6 正好 说 明 ,线性 变换 的 矩阵 的 特征 多 项 式 与 基 的 选择 
无 关 , 它 是 直接 被 线性 变换 决定 的 .因此 ,以 后 就 可 以 说 线性 变换 
的 特征 多 项 式 了 . | 
既然 相似 的 矩阵 有 相同 的 特征 多 项 式 , 当 然 特 征 多 项 式 的 各 
项 系数 对 于 相似 的 矩阵 来 说 都 是 相同 的 .譬如 说 ,考虑 特征 多 项 式 
的 常数 项 ,得 到 相似 矩阵 有 相同 的 行列 式 . 因 此 ,以 后 就 可 以 说 线 
性 变换 的 行列 式 了 . 
应 该 指出 ,定理 6 的 逆 是 不 对 的 ,特征 多 项 式 相同 的 矩阵 不 一 
定 是 相似 的 .例如 
a=| 0 p= |. 
[0 1) (0 1) 


它们 的 特征 多 项 式 都 是 (4 - 1): ,但 А 和 B 不 相似 ,因为 和 A Ж 


Int АА E: n eb E a 
ТА HJ Æ РР A В ХЕ A А9. 


最 后 ,我 们 指出 特征 多 项 式 的 一 个 重要 性 质 . 


mim dT Lim = 一 ed / = w `r 


哈密 顿 — 凯 莱 (Hamilton-Caylay) 定 理 Ü 
F nx n Ж, f(4)= |E - A| 3 A 的 特有 


f(A)= А” - (an +а» +” Оза, n) A” ra 


ч" 


3 > 
-{ 
= 


证 明 it B(A)E AE - А 的 伴随 和 矩阵 ,由 行列 式 的 性 质 , 有 
B(AYYAE— А) = і ХЕ- AlE= f(A)E 
DAJAC А J — | A, А15 уул). 
因为 矩阵 B(4 ) 的 元 素 是 |4E — А | 的 各 个 代数 余子 式 ,都 是 
4 的 多 项 式 ,其 次 数 不 超 过 л - L. 因此 由 矩阵 的 运算 性 质 , B (4) 
可 以 写成 . 
B(A)=2”"” B, +А" B, +-+ +В, ,. 


H rh n xx ¿=> A IF 大 < ED, 
其 中 Bo, Bst, B,- 1 都 是 n X n 数字 矩阵 
再 设 (А) = А" +a) "++ +а, А + а,„,Й 
fF(AJ)E=XYE+a A E+ +а,Е. (6) 


=l 


В(А)(АЕ - А) = (А В, +А" В, +... +В, ,)(АЕ- А) 
=À "B, +A" (B, -B,A)+2" 2(B,-B,A) 
+ -+4(0В,_,- В, ,А) – В, _,А. (7) 


(8) 


В,.,- В, :4 =a, E, 

> =a E. 
以 4 ,4” ，…4, 巨 依次 从 右边 乘 (8) 的 第 一 式 ,第 二 式 ,…, 第 
n 式 ,第 ”+1 式 ,得 


D Жш 
А”Ву + А”! В, ++ + AB,,- + В,, 
的 多 项 式 ,其 中 Bo, Bi, Bn 都 是 mn x п 数字 矩阵 ,就 叫做 一 个 矩阵 多 项 式 ,m П 
它 的 级 数 , 当 Bo 天 0 时 ,mm 叫做 它 的 次 数 ，， 


> AQQ . 
` 27О ` 


=. 
== 


(B, A" = БА" = А , 

В.А"! B, A" = а, EA" =а, А"), 

B, A"? - B, A" ‘= а, EA"? =a, A" F, 

. 2 2 (9) 


— — 
[- В, A=a,E. | 
把 (9) 的 n +1 个 式 子 一 起 加 起 来 ,左边 变 成 零 , 右 边 即 为 fA). 
故 (А) = 0. 定理 得 证 .1 | 
因为 线性 变换 和 和 矩阵 的 对 应 是 保持 运算 的 ,所 以 由 这 定理 得 
推论 i w 是 有 限 维 空间 V 的 线性 变换 ,ff(4) 是 w 的 特征 
多 项 式 , 那 么 F(A = 


$5 Xf fa JEPE 


对 角 和 矩阵 可 以 认为 是 矩阵 中 最 简单 的 一 种 .现在 我 们 来 考察 ， 


究竟 娜 一 些 线性 变换 的 矩阵 在 一 组 适当 的 基 下 可 以 是 对 角 抢 阵 。 
定理 7 RAVE ” 维 线性 空间 V 的 一 个 线性 变换 ,的 矩阵 


pa 744 de dh 
e ә Кө ò% ò өө ò% 9% ө 


a a a a a a a a a a a s a a a a a a a a a 


证 明 JE є|,&›,°°°,&„ TRAX fi E Be 


— 

> 
та 

— 


А; 


YE, = А,Е,,1=1,2,:-,п 


N 
x 
© 


Hii © е ... e 让 上 且 过 的 ”个 给 性 五 关 Ет Et 
A РЫ 9 Et $ @ ? 9 Sw DUN- < ну п | A ILL Z ZN H J 13 HHL. JE。 

反 过 来 ,如 果 УЛЭ п 个 线性 无 关 的 特征 向 量 eg ,8,,… ,8,, 那 
么 就 取 81 ,8,,，…,E, 为 基 , 显 然 , 在 这 组 基 下 < B kB BE ЖЯ ЛИЕ 


为 了 进一步 给 出 一 些 判别 条 件 ,我 们 来 证 
= IF о 属于 不 同 特征 值 的 特征 向 量 是 线性 无 关 的 
A JIE О J ANIN TI HL A AJ TI HL |A BR Ex IL ZU AN RJ + 


证 明 对 特征 值 的 个 数 作 数学 归纳 法 .由 于 特征 向 量 是 不 为 


零 的 I А A. hh АЗ Z rE р 


等 的 ,所 以 单个 的 特征 向 量 必 然 线性 无 关 . 现在 设 属于 k 个 不 同 
特征 值 的 特征 向 量 线性 无 关 , 我 们 证 明 属于 +1 个 不 同 特征 什 
А.А, 77А WIFE E 61 ,6,，,…, 6141 也 线性 无 关 . 
假设 有 关系 式 
24161 +456, + + а,б, + ак, Gr = 0 (1) 
成 立 .等 式 两 端 乘 以 A... ,得 
akka ita, +16 + taj, Š tasik Geri =0. (2) 
(1) 式 两 端 同 时 施行 变换 %, 即 有 
а,Аубу +а, А65 +t +aÀ,o tarsi Arri ён =O. (3) 
(3) 减 去 (2) 得 到 
а (А Аца) Er + t a, (k А) ё, =0. 
根据 归纳 法 假设 ,5 ,5 ，… 线性 无 关 , 于 是 
а;(А,— Ai4i1)=0,71=1,2,.…,k. 
ЇН д, Ar OGK), ИД a;=0,i=1,2,…,k. 这 时 (1 а 


=n uE 40 БЕР ПЖ 
йк+у ©к+1 У. АИ у +150, ЛЛ FA 、\ “H 


Š; ‚°°* EABAR ө 


从 上 上 面 这 两 个 定理 就 得 到 | 


7м. А — нч д1 I 人 一 ”一 AU 2—J 


推论 1 如 果 在 ” 维 线性 空间 V 中 ,线性 变换 x 的 特征 多 项 


= Zr Krit D rH 个 不 同 的 根 НП JE p 个 不 同 的 特征 值 яр /, 
N TL. XA 1 TH п ќа УНУ, РР “Н Л | ОКУНУ 19 HL H s AP <N 


% 在 某 组 基 下 的 矩阵 是 对 角形 的 .下 


Ф 
à 
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kt ZT AE hh АДЕ 10/1 E Ул Пи уд; A 
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线性 变换 的 矩阵 能 不 能 成 为 对 角形 ,问题 就 要 复杂 些 .为 了 利用 定 
理 7 ,我 们 把 定理 8 推广 为 
定理 9 如 果 А, ] А 


;, A。 是 线性 变换 TEE 
‚Ё 


那么 回 量 组 @\, 人 1， TERE SE s,Q 也 线性 无 关 . 


这 个 定理 的 证 明 与 定理 8 的 证 明 相 仿 ,也 是 对 & 作 数 学 归纳 
法 , 留 给 读者 来 作 . 

根据 这 个 定理 ,对 于 一 个 线性 变换 , 求 出 属于 每 个 特征 值 的 线 
性 无 关 的 特征 回 量 , 把 它们 合 在 一 起 还 是 线性 无 关 的 .如 果 它 们 的 
个 数 等 于 空间 的 维 数 , 那 么 这 个 线性 变换 在 一 组 合适 的 基 下 的 矩 
阵 是 对 角 和 矩阵 ;如 果 它 们 的 个 数 少 于 空间 的 维 数 , 那 么 这 个 线性 变 
换 在 任何 一 组 基 下 的 和 矩阵 都 不 能 是 对 角形 的 . 换 名 话说, 设 x 全 
uqi Map iad, TE ER 组 基 下 的 矩阵 成 对 角 


e oe ө өө ө ө ө G. ө ө ө ө ө ee 1 өе Te е г 


于 空间 的 维 数 . 


те „гр 


应 该 看 到 , 当 线 性 变换 x 在 一 组 基 下 的 矩阵 A 是 对 角形 时 : 


(А, | 
L 


42 
А = | . 
oA 
2 的 特征 多 项 式 就 是 
IAE—A|=((A—A)(A—A,).…(A—A,) 
因此 ,如 果 线 性 变换 组 基 下 的 和 矩阵 是 对 角形 ,那么 ENA 


2Ë L Аа. 2 0 НЕ yç БЕ p| EL аста л fil E EL А 的 特征 多项式 全 
7N — hh ШАА МА Дд, С. АВА НУ ° LJ —a a НУ 13 He 27 DANE 
部 的 根 ( 重 根 按 重 数 计算 ). 
ша ні Ñ 2 Н & ZÜ DE VL. лс Мад hin А Уг eb KR ФБ Z= +F ___ ¿H н н 
RIA 9 9 AL IE O, — | Z| 32 TA HJ AZ P+ HBBEZ ` BB1L >< Н 2 Г ZE 
对 角形 的 问题 就 相当 于 一 个 矩阵 是 不 是 相似 于 一 个 对 角 和 矩阵 的 问 
题 .因此 ,这 一 市 的 讨论 也 就 解决 了 后 一 个 问题 


例 在 $4 的 例 2 中 .已 经 算出 线 ， 


(二 重 ) 与 5, 而 对 应 的 特征 癌 量 是 
š, =é, 3, 


Š, = e, tE, +е,. 


由 此 可 见 ,x 在 基 8,6,6: TRIE REN X fA EBE 

-1 00 

в-| o -1 o| 

о 0 5) 

| ,,6.,5, 的 过 渡 和 矩阵 是 
| 1 0 1 
аза 


TE, ,X 'АХ=В. 


$6 线性 变换 的 值 域 与 核 


п 是 线性 空间 V 的 一 个 线性 变换 ,的 全 体 像 旨 


гр, А 1—28 ГІЗ T7 


М, Z ЖЕ ну S> ria Et bh e 
为 ABER, Н ЧУ 表示 .所 有 被 s ЛЕ ДАЛЕ НА 
集合 称 为 x TIA H < - ORR. 


= = v Ai 
è „>, 


2a 


若 用 集合 的 记号 则 AV = АЕС V|, 1(0)= 11480, 


不 难 证 明 ,线性 变换 的 值 域 与 核 都 是 V 的 子 空间 .事实 上 ,由 


MANA 


° JUL ° 


жа + B = (а + B) 
Р / 


Ч чл 


ШЕЛ АД 对 加 法 与 数量 乘法 是 封 财 的 ， 同时 ,wyY 是 非 空 的 ,因此 


AV À V 的 子 空间 .由 sa =0 与 Xp=0 А 
(a+ B)=0,s(ka)=0. 
“у >h Eq `> Z 1 / nÀ Q+ TlTFr >+. F— de Es. s> >+. Н + АА ту Ert М. AV m 
ДА ХЕ ш, S UJAN UHA — X Е ЯД ХЕ РЈ ИЈ HY AANA S. U] — U, 
所 以 0Ew ' (0), 即 ww '(0) 是 非 空 的 .因此 ,ww '(0) 是 V 的 子 
空间 . 
AV 的 维 数 称 为 У,у (0) 的 维 数 称 为 x 的 零度 
В] 在 线性 空间 PLzj, 中 , 令 
¿xí Ll YA 一 F ( 
ZUJAZ))—J \ 


则 9 的 值 域 就 是 Plz]. 1,9 的 核 就 是 子 空间 P. 
定理 10 设 以 是 nn 维 线性 空间 V 的 线性 变换 ,gl ,e,,… ,&, 


AV = L (че, е, ,' ASE 
2) а В) = A 的 秩 . 
证 明 1) ё ЕУ 中 任 一 向 量 ,可 用 基 的 线性 组 合 表示 为 
Š = z 8, Tt х,›&, +: + r,8,. 
于 是 
AE = x XE, + z, ЧЕ, t'e + х, YE, . 
这 个 式 子 说 明 , EELE, we,,…, Ys, ). 因 此 чу 包含 在 
1L(owygi ,We,,"… ,We,) 内 .这 个 式 子 还 表明 基 像 组 的 线性 组 合 还 是 


Tom ` ç rv 


一 个 像 , 因 此 L (Wei, VE, YEBRE WV 内 .这 样 ,WV = 


L(XE,, Ye,, Sg, ). 
2) 根据 1) , 尽 的 秩 等 于 基 像 组 的 秩 . 另 一 方面 ,矩阵 4 是 


基 像 组 的 坐标 按 列 排 成 的 .在 前 一 章 
І 


Ў 
т Гн V 中 取 定 了 一 组 基 之 后 ЖШ v; hh 


Й 


Z= 18) “A A jJ IL E ЛЫ y JU Y ну 


应 起 来 ,我 们 就 得 到 V 9] Р" 的 同 构 对 应 . 同 构 对 应 保持 向 量 组 的 


一 切线 性 关系 ЧН +L 46% ZH E; + {ПЕ АА Же H ( HI ЖЕЕ A Il I Et 
Р л РУР > A PUTE R —<LL J CjO IIJ HJ — jY L N PP AE FT “ZR HJ Z 31 а 
组 ) 有 相同 的 秩 . 1 
т 1N 5м HH ZD HL aR БАБ с-з” ГЕТ ah у; гу; >£ Z 11 LL. pL 7 
A 2. 1U WAA IL AARI М PT — IHJ HJ AJ Лу X ЛК VAR 1 (LX “Z! ` >< 
定理 11 设 x 是 nn 维 线性 空间 V 的 线性 变换 . 则 wV 的 一 
¿Lt +i hh ТӘ nt 1 bh иип +t A. іа xb ebl В үу ñi _ ¿tt +i ,L, ,LL 7 
2н МЕН) Jy ERA A (V/A HEER ДЛ ЛЛ, ZE HJ 2н а=. H BL X 
有 
2 E. ЕЧ. _, „ә, =? ra: _ 
A HJER T S HJ a Б = n 
ШЕ ВВ 设 AV 的 一 一 组 基 为 Nis 3. ``, n, ;它们 的 原 像 为 £; 
— 。 -一 1 
E, , E, , ÁE = 1,1 =1,2,°,г. АИ 2 (0) 的 一 组 基 为 g... 
~ ... 2 hl - г .. = s „м hh H hn B E 
6, +2 5 . 现 采 证 &,,86›,°°°,6,,б6,,1,°°°,6, 为 V OÆ. WRA 


аав tl. e, ++ la, 0. 
用 < ERE B) WJ НУ lu] БЇ, | 

I dg, tee + | de, +l, К, + 1 Ye =< 0=0. 

因 g,,,,…,g, ЖТ (0), е, = = ое, = 0. Х se; = n,, 
¿=1,2,- r). H EK BB 48 

пп. + 1,1; + +n, 0. 
{Н moen, 是 线性 无 关 的 ,有 /= 71,=…=1,=0. 于 是 liE, 
+ + le, = 二 0.8,411,…,E, 又 是 % “(0) 的 基 也 线性 无 关 , 就 有 
/ ,=…=/!/=0. 这 证 明了 8,,s,,…,8,,8,,,,"…,E, 是 线性 无 关 
BJ. 

再 证 V 的 任 一 向 量 @ 是 sl ,e,,… ,Ee, ,8,;,1,"…,E, 的 线性 组 
合 . 由 n = Ae, n, = Ye, 是 WV 的 基 , 就 有 一 组 数 L nL 
使 а = 1, Sg, + + L ge, = @(1,8, + + 16,). 于 是 У(@- 
le, — + 1) = 0, a-l, e,- 1,8, — — le, € 90 (0). 


N 


r 


Е,.1,'°°°, ё, ха! (0) 的 基 , 必 有 一 组 数 [арэ " °° „б, 使 a – liE, 
Tene oT LE, 一 lori Е, +1 tee + LE,. 于 是 а 一 liE: ++ [,Е, + 
1.18.1 + + Le, ЖЕ, , 8,， = 的 线性 组 合 . 这 就 证 明了 
rtiY¥r+i s 人 一 1? 29 ° ро RY oN ae wh A A Q каа. JJ 4 


Ei E23" 3E, 6,413’ ё, 是 Vv 的 一 组 基 . 


rh V АЗ л „ п с-ро V - E. AV ВЖЖ +H HH о ñQ EE 
Ч Y HJ-K XX Z3j FL y AH МЕ; ri o „м Ff КЕ ot VY HJ Ш XA Ш PAP о HJ UÁ 9 
s—r=n- rB. (0) 的 维 数 , 即 x 的 零度 .因而 


+ v ww wp. уы BA? 
e oe ө ө ә ge 6 ө ө ө өе ө ө ee ө ee Ò ө өе ө ө ө 


a BR BS SV = V , Bll ВЈ ” 时 ,x 是 满 射 ; 
= {0| , 即 x 的 零度 为 0 时 ,x 是 单 射 ,于 是 


| 


ПН hL 2650 Ë 7 
Р AJ IFR. 8 


ттн 
A — 
应 该 指出 ,虽然 子 空间 Уу 与 % (0) 的 维 数 之 和 为 n ,但 是 


у + £ “(0) 并 不 一 定 是 整个 空间 (参看 前 例 ). 
B W A 是 一 个 nxn 矩阵 ,A? = А. ПЕВ А 相似 于 一 个 对 


1 


| 
| (1) 
| 
x 


| 
| 
} 0 

Ш Ж — n ERSE V 以 及 V 的 一 组 基 g, ,gs，,… ,5 . 
定义 线性 变换 < 如 下 : 

AÁ Ei, E23", E) = (е, ,8,," 8. )A. 

我 们 来 证 明 ,w 在 一 组 适当 的 基 下 的 矩阵 是 (1). 这 样 ,由 定理 4, 
也 就 证 明了 所 要 的 结论 . 
H A*= 有 A, 可知 5° = .我 们 取 wxV 的 一 组 基 n, , 


9 
它们 的 原 像 也 是 六 ,… n BE í (0) 
IIJ HJ АХ У ы» АС 71: ›`° ° Bj, ° TIIA ы N VU / 
‚1 


,… ,和 9, 由 定理 11 的 推论 知 :1 ，… 
л. ЖУ 的 一 组 基 . 在 这 组 基 下 ,< 的 箱 阵 就 是 (1). | 


Фо о.! 
N., е 
ғ g7 ' 1 7 


$7 不 变 于 空间 


这 一 节 我 们 再 来 介绍 一 个 关于 线性 变换 的 重要 概念 
子 空间 .同时 利用 不 变 子 空间 的 概念 ,来 说 明 线 性 变换 的 矩阵 的 化 
简 与 线性 变换 的 内 在 联系 .这 样 ,对 上 面 的 结果 可 以 有 进一步 的 了 
Ж. 


定义 7 设 SERR T LAREN V SATA W 是 V 


间 ， 简称 A- "Sm. 

例 1 整个 空间 V 和 有 零 子 空间 {0} ,对 于 每 个 线性 变换 УЖ 
说 都 是 w 一 子 空间 . 

例 2 ww 的 值 域 与 核 都 是 x- 子 空间 . 

按 定义 ,的 值 域 wV 是 V 中 的 向 量 在 x 下 的 像 的 集合 , 它 
当然 也 包含 wV ТАЕ, ТИ wV 是 w 的 不 变 子 空间 . 

Y 的 核 是 被 x 变 成 零 的 问 量 的 集合 , 核 中 癌 量 的 像 是 零 , 自 
然 在 核 中 ,因此 核 是 不 变 子 空间 . 

Из 大 线性 变换 v5 多 是 可 交换 的 , 则 多 的 核 与 值 域 都 是 
一 子 空间 . 

ТЕ 29% V, 中 任 取 一 向 量 Е, Д) 

BAE)= (BA £ = (Ая) ё = ABE) = ч 0=0. 
所 以 w& 在 8 下 的 像 是 零 , 即 ECE Vo. 这 就 证 明了 V, Æ V- F 
空间 .在 多 的 值 域 2V 中 任 取 一 向 量 20, Л] 

А27) = HB An) Є ЖУ. 

因此 ZV 也 是 -FS [8]. 

因为 ww/ 的 多 项 式 F( 轨 是 和 必 交 换 的 ,所 以 f(.w) 的 值 域 与 核 
都 是 yy- 子 空间 .这 种 x/-- 子 空间 是 经 常 磁 到 的 . 

例 4 任何 一 A+ +f-2z [BJ #É JE 2 3 Ap Ta PJ 2 ра] ЇН] 


Il Ыы J LL IN нг Ne DANN Aao INHI” 26. J 2218. 
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> E. rh + gyz 


АЛЫНА J JX AG. ` jJ 空 | 


封 
ЕРА 与 一 维 不 变 子 2 >Н 有 着 紧密 


Н} 
zl 
24. 
E 
y% 

n 
Ж 

Ё 
ЁШ 


y El ruy h It БТ A” УЬ ZË h BA cD TI7 dh Ы 
— h. -f= |8], ë ХЕ VY Тт ТТ" | ЗЕ 10) 6, JX: VY Ну Æ 
按 аз. „YEE W, 它 必定 是 & 的 一 个 倍数 ;. 

YE = Ao Š. 
这 说 明 £ 是 w 的 特征 向 量 , 而 W Bi E: H £ 生成 的 一 维 Ww 一 子 空 

A AP ХЕ H @ LANAJ =m -% 3 © 
间 . 

Е w У £ EL J Ба гал АБ x hh | ыты EL £ M T, 
L< AL ZF + X G ХЕ 9 IR J TULI Ле HJ | ТУ ШЕ 8, 则 © КА 24 
它 的 任 一 倍数 在 x 下 的 像 是 原 像 的 4。 1, ИНЕ £ HTAR. 


这 说 明 的 倍数 构成 一 个 一 维 一 子 空间 . 

显然 ,w 的 属于 特征 值 Ло 的 特征 子 空间 V, 也 是 w 的 不 变 子 
空间 . 

我 们 指出 ,w- 子 空间 的 和 与 交还 是 w 一 子 空间 . 

DZ x 是 线性 空间 V 的 线性 变换 , W 是 w 的 不 变 子 空间 .由 
于 W 中 向 量 在 x 下 的 像 仍 在 W 中 ,这 就 使 得 有 可 能 不 必 在 整个 


空间 V 中 来 考虑 w, 而 只 在 不 变 子 空间 W 中 考虑 w, 即 把 % 看 成 
是 W 的 一 个 线性 变换 , 称 为 w 在 不 变 子 空间 W 上 引起 的 变换 . 


"NAN? р NMN MS „A ДРУ 


为 了 区 别 起 见 ,我 们 用 符号 Q| W 来 表示 它 ;但 是 在 很 多 情况 下 ， 
仍然 可 用 来 表示 而 不 致 引起 混淆 . 

必须 在 概念 上 弄 清 楚 < ЛП <| W 的 异同 :ww E: V 的 线性 变 
换 ,V 中 每 个 向 量 在 ww 下 都 有 确定 的 像 ;x| W 是 不 变 子 空间 W 
二 的 线性 变换 ,对 于 W 中 任 一 向 量 &, 有 

(A| W)E = ё. 

但 是 对 于 V 中 不 属于 W АЕ n 来 说 ,(w| W)n 是 没有 意义 
的 . 


例如 , 任 一 线性 变换 在 它 节 
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特征 子 空 间 V, 上 引起 的 变换 是 数 乘 变换 Ао. 
不 难看 出 ,如 果 线 性 空间 V 的 子 空间 W 是 由 向量 组 @ ,2 ，…， 


NN 


° IU/ ° 


W] %23 ‚@, / э W 3 空间 的 充分 


必要 条 件 为 аа, , Ya, ,… , Aa, Бит. 必要 性 是 显然 的 现在 
来 证 充分 性 . 如果 wei ,Yas,,… a, 全 属于 W, 由 于 W 中 每 个 
АЕ g 都 可 以 被 gl a, a, 线性 表示 , 即 有 
E=ka tka, +: +ka,. 

所 以 AE = (k, da, +k da, + ° +k sZGa,) € W. 

下 面 讨 论 不 变 子 空间 与 线性 变换 矩阵 化 简 之 间 的 关系 . 

1) 设 x 是 ” 维 线性 空间 V 的 线性 变换 ,W 是 的 必 - 子 空 
间 . 在 W 中 取 一 组 基 e, ,ex,…，,e ,并 且 把 它 扩充 成 У 的 一 组 基 
(1) 


ЖА < ZE ix £H ЖОК BJ kE БЕ EL; ; 
Р AA $ o% UL IA UAE I! HJ AC ГТ DLN F IJI “UN 
а а 1, ау, +1 Ain | 
dki d kk ар k+i Akn | k: A; 
= . (2) 
0 0 CA+lk+i Uk+l,n LO A, J 


| M М М М 
[0 > 0 а а. J 
并 且 左 上 和 角 的 & 级 矩阵 4; ЖЕ Q| WEWE, e, ee, F 
的 和 矩阵， 
这 是 因为 W 是 -TZN , Bir L) Z Sg, , LE , t, ME, 仍 在 
W 中 .它们 可 以 通过 W 的 基 g ,gsg;,…，,8: 线性 表示 


ÁE, = аё, + а›&, + +ацё,, 


A a 

“Уу &©1 2 
从 而 о ТЕЗЕ (1) КЕЙШ РЕ В Ж АК(2),/| W 在 W 的 基 ee, 
s, 下 的 矩阵 是 A,. 
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— ane = L E ә -r 


V 分 解 成 若干 个 w- 子 空间 的 直 和 : 
V= W, Ow,- OW.. 
在 每 一 个 %- 子 空间 W, 中 取 基 
Eii s Eizo Bin (i=1,2,.…,s), (3) 
并 把 它们 合并 起 来 成 为 V 的 一 组 基 工 . 则 在 这 组 基 下 ,x 的 矩阵 具 
有 准 对 角形 状 
А, 
| 


| А . (4) 
f А,, 
其 中 A,(i=1,2,…,s) 就 是 x| W, 在 基 (3) 下 的 矩阵. 

К >» фп 8 26р м-т dsr 1 下 的 矩阵 是 准 对 角形 (4 Y Шш 

LA <, + AH INTA IL. >< L< -3 TL ZE HJ AB PT =й,» АЈ M/A ANT) ç Z H] 
(3) 生 成 的 子 空间 W, Ж 4- 25 [8]. 

这 个 证 明 与 1) 相仿 , 留 给 读者 

由 此 可 知 ,矩阵 分 解 为 准 对 角形 与 空间 分 解 为 不 变 子 空间 的 
直 和 是 相当 的 . 

下 面 我 们 应 用 哈密 尔 顿 — 凯 菜 定理 将 空间 V 按 特 征 值 分 解 
成 不 变 子 空间 的 直 和 . 

= TH 13 Jy ZD VE JS Ка y hh kk. ZÚ Z me b ДИЗ eN ZX. &Z. Б 

AG oE Le X X< L. X L.A < НУЫ HL I ZA INZI ЈАЛ. ™ A Л AN 


Қ У, = {161(w-4.6)"€6=0,6€ V}. 
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© 
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证 明 $ 
_ fA) 
СА) = 5 
= (А-А) (А-А, 1): (А-А, 1) 
(А-А,)”, 
及 ү. = f.(w)V. 
ДУ E: f, (AKER. ЖТА 3 知道 V V, Ж. Ч 的 不 变 子 空间 . 
HE 


VAM У; 满足 
(Ы-А,&"у,= (а) V = 0. 
下 面 来 证 明 V=V OVO- @V,. 
为 此 要 证 明 两 点 ,第 一 ,要 证 V 中 每 个 向 量 a 都 可 表 成 
@=ü@+@ +: +а,,а, EV; 1=1,2,°,5 
其 次 , 回 量 的 这 种 表示 法 是 唯一 的 . 
ШКОЛ, (А), Р (А), 5, А (А)) = 1, НИЖА и, (А), 
и, (А), u, (д) | 
и (А) А (А) + и (А) (А) + +и, AJF (А) =1. 
于 是 
u (Afi (3) + u, (50) f, (3) +з + u, (8) f, (а) = ó 
这 样 对 У 中 每 个 向 量 @ 都 有 
а= и (WF (A atu (ч) f, (Aat + u. (а) f. (Yo, 
其 中 
u (Df (WaEf (WAV=V, i=1,2,.,s. 
这 就 证 明了 第 一 点 . 


AF HH 55 — 8 设 有 


Zd ALII ЛУ — лу ә УК ру 


В. +В +: + р, =0, (5) 


w 


(A-8) nB, =0 i=1,2, =s. (6) 


= ж гу 


° JIU ° 


作用 于 (5) 的 两 边 , 即 得 


(FAA), (A —- A): )=1. 


1. 


ulA)fi(A) + vA CAA) 


于 是 


В, 一 


现在 设 


u CA) f, C4) В, + v (YA) (YA— A, ó): В, = 0. 


+ а, = 0, 


а; tæa, + 


其 中 а, € V, .当然 а, 满足 


‚$. 


1 二 1 ,2 … 


=0 


(WW— А, 6) а, 


,1= 1,2, 


所 以 а, 


,5. 由 此 可 得 到 第 一 点 中 的 表示 法 是 唯 


一 的 
= = чу . 


再 设 有 一 向 量 a € (2 A, 6)” 的 核 .把 а 表示 成 


Bp 


+(G@, —G@)+-- +a, =0. 


а} + @, + 


B. =0,T E а-а, V,, X ЭЙ 


= В, = ··· 


向 量 .所 以 В, 


都 有 一 组 基 , 使 它 在 这 组 基 下 的 矩阵 成 为 对 角形 . 下面 先 介 


ч 
сеу 


在 这 一 节 ,我 们 的 讨论 限制 在 复数 域 中 . 


的 答 阵 称 为 着 尔 当 (Jordan) 块 ,其 中 4 是 复数 .由 若干 个 若 尔 当世 


(1) 


+ 
щ 


例如 


— 


Ф “一 


e= ч 


— 


一 一 一 一 一 一 


© o o б 
одоо =ч 
оо мно 


о мо о 
м 7 


A 站 


оо N 


都 是 若 尔 当 块 ,而 


N 
сс) 


© 
© 
© 
Ф 

— 


+ со © © 
оо © 


© © Ф н = 
ооо © = 
со ошо Aa © 
© m 
= + 
> о ° Ф © 


站 一 ~ 
© 


н 
& 
Ж 
Ж 
Б 


E 素 正 是 特征 多 项 式 的 


变换 按 它 的 不 变 子 空间 的 直 和 分 解 的 


БЕ 
aš 
= 
28 
Ж 
HE 


13 iX .x 是 复数 域 上 线性 空间 V 的 一 个 线性 变换 , 则 
在 {м Б 


= №2 2m ~ Ft 1 Ё № pe =—т— 2. А 


中 必定 存在 一 组 基 , 使 x 在 这 组 基 下 


证明 设 x 的 特征 多 项 式 为 f(A) = (А-А) (А-А) 


` Y”, ... B zí \ па A.R K 1 ah 8 +h = rz 
A,): ALA, ‚А, JEJ MAJAJ L RP⁄ZI` КУНУ. ЩЧ АЕ 


v A 
可 分 解 成 x B) 3 fe S B 


зое 


其 中 У, = 1ёЄ V|(%— л,6)"6 =0|.# I] in 8 ERRERA У, 上 
有 HIR 24 JE Е, , 则 定理 得 证 . 


(А 一 


Ў ПЕНЯ: 

SIE n REZE V 上 线性 变换 2 = 0,k 是 某 正 
整数 ,就 称 8 为 VY E E2F82kTEASEjAR . ЧАТЕ ЕЛЕ B, V 中 必 
有 下 列 形式 的 一 组 元 素 作 为 基 


ЖУ 
М 
ә 


28а; Фа, За, 
: (2) 
Pala, gla, Ф“ а, 
(Ba, =0) (2%а, =0) (aG, = 0) 
于 是 多 在 这 组 基 下 的 矩阵 为 
° | 
1 0 | 
1 0 

—.— —n—O > 

b, 0 

1 0 
е ° (3) 
x -一 一 x 
Ë 
| | | | 
x | | 
1 0 
|  . | 
\ 1 07 
Ё 


证 明 我们 对 V 的 维 数 n 作 归 纳 法 .n=1. 这 时 V Eža, 


H За, =å,a,. Н За, = Аа, =0,18 А, =0. FÆ а, (За, =0)， 


А.з sË ал E 
ХЕ 5 7 HJ ZË . 


2k PEZ EES n 时 , 引 理 的 结论 成 立 . 对 满足 引 理 条 件 的 
JPL. 2 rt TYT7 考察 2 的 不 恋 子 空间 БР, +L лт 的 维 数 仍 为 

维 线 性 空间 V ,@% DARET DV. ñ DV H ZE % J ZJ 
Vv 


n M ЗУ- У. FE PV =% (Яу) = 4С! 


з 


£, 8, ғ, 
BE, BE, e, 
: : : (4) 
Fa'e, B'e, 2 'g,, 
(2 e,=0) (2%8,=0) = (2%, =0) 


L; М. — Heir Ate EL, Æ г ar V 


+E + 7 7 _ -+ 
2% T ki,k,,,R, ESER. 由 于 6, E. 6 oE, ART ФУ,Н 


G G... G, E V {Ë За, = є,,·-·,За = £, 排出 下 列 向 量 集合 ， 


Bk, _ aaa Е m „4 Ж /AN m> NT RT 
T HJ 2 @\, ‚т, ж 2 ЮЛА %2 (0) 中 的 向 量 , 它 们 是 2 V HY 


基 中 的 部 分 向 量 , 故 是 线性 无 关 的 . @,,1,…,a, Æ 2 (0) 中 的 向 
EERS Fa, 2a, 合 起 来 正 是 Z (0) 的 一 组 基 ,并 组 成 

述 向 量 组 ($) 的 最 后 一 行 . 由 定理 11 知 虚 线 方 框 中 的 问 量 与 最 
-i 行 的 向 量 合 起 来 就 是 V 的 一 组 基 , 且 符合 引 理 的 要 求 ( 这 时 


2—1 222 8 Ил Н E 
k+l 二 … 二 上 ,二 1). 和 完成 了 归纳 法 .i 


现在 回来 证 明定 理 13. 在 V, 上 有 (w-4,6)"=0. 作 多 =(w 


e -一 一 —— —. pr аа. P 一 一 РР Р rat . 


一 4.6)1 Vi. 则 Z = 0. 由 引 理 ,有 V; 的 基 使 9 的 矩阵 为 形状 如 


(3) 的 若 尔 当 形 3 是 | у; = +), ERE FKEA (3) rh 3E 
阵 与 4;E 的 和 , 即 为 
N | 
| À; | 
| l А, | 
рУ 
L À; 
1 А, 
А, 
1 А, 
— YP 
5 
x à | 
| ， | 
A; | 
\ l А) 
—n n r x= ° 


也 是 若 尔 当 形 . 把 每 个 V, 的 上 述 基 合 起 来 是 V 的 基 ,w 在 该 基 下 
的 矩阵 仍 为 若 尔 当 形 矩 阵 . | 


Loe 2E 8 ЕН 5 Z: 3 5р А. 
Жл НЯ EE S Е: 


定理 14 A n RREK ARSTE R ЧИМЖ ЕЛНИ. 


+L nL —— / LrL. mre Ar Lh -I^ pre —> (Аа r h -4 Tn AN p TL To >^ 


定理 14 是 借助 于 线性 变换 的 不 变 子 空间 的 直 和 分 解 及 取 适 
回 量 来 达 到 证 9 明 的 . ЖЕНА ЕТАЖИ 


t + —— 7 — mJ < аг Р сч —— A У 


根据 哈密 尔 顿 - 凯 菜 定 理 , 任 给 数 域 P 上 一 个 Ж FFA, 
总 可 找到 数 域 P 上 一 个 多 项 式 F(z) ,使 f(4)=0. 如 果 多 项 式 
f(z) 使 (4)=0, 我 们 就 称 f(z) 以 A 为 根 .当然 ,以 和 为 根 的 
"a = = H h Ye Му Et IE Н шн Z 3⁄r h 1 的 站 А P dd nn £ 
DY б ?\ AN АЕ лл HJ y 2&<& 1 UN A TAN H 7 A 2А QA XA SJJ 21 HJ WA га JINA HUI 27 
项 式 称 为 4 的 最 小 多 项 式 .这 一 节 讨 论 如 何 应 用 最 小 多 项 式 来 判 
М A AE Ri geb AS It l IL hh г НН 
WI | A= PT RÚ H АУ JH TU HJ IJ Z 

首先 介绍 最 小 多 项 式 的 一 些 基 本 性 质 


引 理 1 ЖЕА 的 最 小 多 项 式 是 唯一 的 . 

І it в. (х) ез (z 8k A 的 最 小 多 项 式 , 根 据 带 余 除 
法 ,g(xz) 可 表 成 

gi(z=)=q(z)g,(z)+ r(<x), 
其 中 r(x)=0 或 39(r(z))<a(g;(x)), 于 是 
g (A)=q(A)g,(A)+r(A)= O 

因此 >(4)=O. 由 最 小 多 项 式 的 定义 ,~r(z)=0, 即 g (zy)| 
gli(Zz). 同 样 可 证 е, (х) 12, (=). ВЖ р, (х) 5 2, (=) НВ 2 
一 个 非 零 常 数 因 子 . 又 因 с, (2) 5 g,()BJ 8 Yi # Т 1, Pi 
Де (х) = g(x).1 


[= = 11 L Ау ая с 6 Уа — [I TIT: 


应 用 同样 的 方法 ,可 证 下 述 引 理 


引 理 2 设 g(z) 是 矩阵 A 的 最 小 多 项 式 ,那么 f(x) 以 A 为 


° 
rieka Рр А. ` 


根 的 充分 必要 条 件 是 в(\х)# Ж f(x). i 
由 此 可 知 矩阵 A 的 最 小 多 项 式 是 A Е 


J ANM 9 7j A н у м í" | н 2 特征 多 项 式 的 一 个 因 

式 . 
ё а ЖЕЕ Lp ип El 42 0 2. МЕМ! НН Ра Ay h ЕБ 
07 а ЯХ AEPT RE HU IK Y22272 JN Z X C K , TY PIE , — Br. AE. PT 


的 最 小 多 项 式 为 r-1, E EE BJ Pe 323 У т. 


ап mE А wB у £ Ti > EL 1 ш -—` Ж A — = 
[J ZJ Hi > AH ЛУ A HJ 2 全 NA L IND А Z +s F £N Xx A 
是 数量 矩阵. 
Mal a әл. ` 
002 R .. 
1 
А = | 1 l 
| 1) 
Ж A 的 最 小 多 项 式 
|[хЕ-А|=(х-—1)?, 
所 以 A 的 最 小 多 项 式 为 (x — 1) 的 因 式 .显然 ,4 — E= O 而 
(A—-E) =0O, 因 此 А 的 最 小 多 项 式 为 (x 一 1)”。 
ШЖ ЕЕЕ A БВ Fl. B = T AT 那么 对 任 一 多 项 式 
н rr <А J л> IH JA o э HPE «м NJ IL AN N 
f(z=),f(B)= T 'f(A)T. I J: f(B)=0 当 且 仅 当 f(4)=0 
这 说 明 相似 矩阵 有 相同 的 最 小 多 项 式 但 EL =Ë zs >+ = 这 个 条 件 并 
AA JUJJ AHA ТЕА ЛЕ ГРН AA PNI НУ BAXI ODN “< AAN + АБ ПП ZK LL. ASA > 一 ЯП IT 
不 是 充分 的 , 即 最 小 多 项 式 相 同 的 矩阵 不 一 定 是 相似 的 .下 面 的 侈 
-M HH > 人 Lp、 人 
TWAA. 
例 3 iZ 
(1 1 | | 1 | 
1 1 
A = B = 
1 2 
2. 2 


A 5B 的 最 小 多 项 式 都 等 于 (z - 1) (22), 但 是 它们 的 特征 多 


项 式 不 同 , 因 此 A ЯВ 不 是 相似 的 ， 


人 人 IH IVA HJ 


为 了 讨论 矩阵 对 角 化 的 问题 ,还 需要 用 到 下 面 的 引 理 . 


alm з 3 A 是 一 AN HE XI f E RE 


513£ 3 KA HE AJ JH AB PF 
ГА, | 
А = | ‚|, 
\ Аз ) 

Zi I 为 (х),А Н 小 多 项 式 为 g(x), ЯБ 


g (x)j. 
证 明 i glr)=lgi (х), g:(x)], Ж 
A) = (8040 о, 
L Б\А2/]) 
因此 є(х)ВЕЖ A 的 最 小 多 项 式 整 除 .其 次 ,如 果 A(4)=O, 那 么 
у AA) | _ 
1 һ(А,)) 


БХИ А(А,) = О,А(А,) = О, е, (х=) 1А(х), 2, (x)| h(x). Э 
由 此 得 g(x)|h(z). 这 样 就 证 明了 g(z) 是 4 的 最 小 多 项 式 . | 

这 个 结论 可 以 推广 到 A 为 若干 个 矩阵 组 成 的 准 对 角 和 矩阵 的 
情形 . 即 :如 果 


‚> 


А, 的 最 小 多 项 式 为 g,(z),z=1,2,…，,s, 那 么 4 的 最 小 多 项 式 为 
[gi (x), g: (<z); "sg (x)]. 


e ө ee ē Ò Ò è э 
М 0. /—=^ r р 


证 明 J 的 特征 多 项 式 为 (x 一 a)” ,而 
‘OA | 


| ` 


U 
jw 
x 


(J —aE)* ! = 0, 
' 
1 0 0 

ECM = bh ЕЗ. „|. 26 т RUA/ ` Ë E 
Р J HJ 522 25 > Ухта) l 

定理 15 ЖЫР 上 ”级 矩阵 A 与 对 角 和 矩阵 相似 的 充分 必要 
条 件 为 A 的 最 小 多 项 式 是 P 上 互 素 的 一 次 因 式 的 乘积 . 

uF RH 根据 引 理 3 的 推广 的 情形 9 FIJN 件 的 必要 性 是 显然 的 

现在 证 明 充 分 性 . 

根据 矩阵 和 线性 变换 之 间 的 对 应 关系 ,我 们 可 定义 任意 线性 

TIN Ja A P+ TH ZA L x LA — IJ HJ AJ ALAN ZJS ç JA || J J ХЕ A IL. л 24 IL. 
变换 wy J R Лїзї\,, Se ЖА ЛУШ A 的 最 小 多 项 式 .我 们 
Mm THE УТ +e r= L + Ab L e> eA ry L Lh LD uL pr +Z. 7 hh ЕЗ. OIL Æ 
ISE HE PN, A ЗХ 95 Г _L. >< Zç, +L — 18] -L HJ EX IL IK 9 НУ BX J Z 

ПА 
项 式 g(z) 是 P 上 互 素 的 一 次 因 式 的 乘积 :g(z)= 10-а) 
А 1= 1 

m sA ЕЕЕ, V 的 基 

гё» т. Е A. т РА N YP m [TT e> rm aa A, rt DO yE ТЕХ —T T Е У 

RPN Е, H T gY) V — W, ХЕ PPE 12 H'|Rn] FFE z 50 Hj] E V= 
ү,©-.-©Уу,,Др У, = {&|(®-а,4&=0,&Є V] Æ Ү,, 


le AT 2. E 


因而 是 A 的 特征 问 量 . | 
推论 ”复数 矩阵 A 与 对 角 和 矩阵 相似 的 充分 必要 条 件 是 和 的 
最 小 多 项 式 没有 重 根 . | 


1. 判别 下 面 所 定义 的 变换 ,哪些 是 线性 的 ,哪些 不 是 : 


1\ 7 ZË ЫЕ >< 1 V 中 МЕ £ + > Hh ¿(yC V E. _ ЕН == да го 8. 
1/ EZ ITL TI Y ‚х oT, KT СЧ Y ZZ HH AB H) 1 ЕВ ; 


2) 在 线性 空间 V 中 ,ww =a, 其 中 aE V 是 一 固定 的 向 量 ; 


3) 在 P rh Az, \ = ( x° + 5..5 
гн < I s ZA Z| 22 23) \ 之 ij， 之 2 < 3 9 


4) ТЕ P? 中 ,w(x s T2 ,XT3) = (225; — L2, X2 t T3 , 21); 


。 220 
220 


5) 在 P[zj 中 ,wf(z)= /(\х +1); 
6) 在 P[zj 中 ,wf(z)= f(zo), 其 中 xoEP, 是 一 固定 的 数 ; 
7) 把 复数 域 看 作 复 数 域 上 的 线性 空间 ,wt Е, 


8) 在 P” "中 ,AX)= BXC ,其 中 B,CE P”" 是 两 个 固定 的 和 矩阵. 
2. 在 几何 空间 中 , 取 正 交 坐 标 系 Ozxyz. 以 x 表示 将 空间 绕 Ох 轴 由 Oy 
向 Oz 方向 旋转 90" 的 变换 ,以 名 表示 绕 Оу 轴 由 Oz 向 Ох 方向 旋转 90" 的 变 
换 , 以 表示 绕 Oz 轴 由 Ох 向 Oy 方向 旋转 90" 的 变换 .证 明 : 
A = @* = «= E, ABEBA, M Аа? = 22 A. 
并 检验 (xG) ° = ААЙ. 
3. 在 P[zj 中 ,wf(zx)= f(x), Bflx)=zxf(x). ЕН: 
4. 设 x, 色 是 线性 变换 ,如 果 AZ- З= ë , uE : 
AB- BA =kA l k>1. 
5. 证 明 :可逆 变换 是 双 射 . 
б. Ё е, ,sg: ,…,8, 是 线性 空间 V 的 一 组 基 ,wW 是 V 上 的 线性 变换 ,证 
BH 91) 4 НИХ `4 wsg ,weg, ,… de, 线性 无 关 . 
7. 求 下 列 线性 变换 在 所 指定 基 下 的 和 矩阵 : 
1) 第 1 题 4) 中 变换 AE є, = (1,0,0), є, = (0,1,0), є; = (0,0,1) 
ТАЖ ВЕ; 
2) [O;g1 ,ze;] 是 平面 上 一 直角 坐标 系 ,x 是 平面 上 的 向 量 对 第 一 和 
第 三 象限 角 的 平分 线 的 垂直 投影 ,8 是 平面 上 的 向 量 对 e 的 垂直 投影 , 求 
A,B, ABEE e. ,gs, 下 的 矩阵 ; 
3) 在 空间 Plr], 中 , 设 变换 ww 为 f(z) 一 f(zx+1) 一 f(x).w% 在 基 
_ х(х-1)- (z itl) 


£0=1,e (i=1,2,.…,n—1) 
i! 
下 的 矩阵 ; 
4) 六 个 函数 

Е; = e“ cos bz, g, =e” sin bz, 

Е, = re” cos bx, £, = хе“ sin bx, 
1 1 , 

£; = -5 z е“ cos bz, £6 = — z esin bx 


的 所 有 实 系 数 线性 组 合 构成 实数 域 上 一 个 六 维 线性 空间 . 求 微分 变换 9 在 


эг 1 


° 3⁄1 ° 


Ж e (zi=1,2,…,6) 下 的 矩阵 ; 

5) BA P 中 线性 变换 x 在 基 n = ( -1,1,1),n. = (1,0, — 1), 
= = (N 1 ТУЕ КЕ 8. 
113 Уул ур 1 H2 A PT ХЕ 


je 
= 
© м 


R x 在 基 e = (1,0,0), є, =(0,1,0),s;=(0,0,1) 下 的 矩阵 ; 
6) Æ P 中 , 允 定 义 如 下 . 

An =(-5, 0,3), 1, 0,2), 

a, 0,—1,6), кат 0, 1,1), 

lam = (-5,-1,9), [m =( 3,-1,0). 

求 УЕЗ e = (1,0,0), є, =(0,1,0),sg;=(0,0,1) 下 的 矩阵 ; 


7) 同上 , 求 Z fE nı KP ‚ 1}3 下 的 矩阵. 
8. 在 已 中 定义 线性 变换 


а 6 
Á (X) = X, 
е а) 
а b | 
S (X) = Х| ‚| 
(E 4) 


求 әй ‚Ж, ‚э 在 基 Е,, E, ‚Ед ‚Е. РЕЖЕ. 
9. 设 三 维 线性 空间 V 上 的 线性 变换 多 在 基 в,,в,,в, ГАЈЕ ЭУ 


las азу аз ) 


1) * s ТЕ ҖЕ 23，22，BG1l РЕЖЕ; 
2) ЖЖЖ є, ,ke, ,zs 下 的 和 矩阵 ,其 中 k€ P Н 2520; 


> E hh fE; ti 
T£), 2,3 TAJER. 


10. Ж x 是 线性 空间 у 上 的 线性 变换 ,如 果 % EZ0, 1 = 0, 


证 ,WE ,…,wW* "上 (kk>>0) 线 性 无 关 . 
жал э ° N NA ә 


11. 在 п 维 线性 空间 中 , 设 有 线性 变换 x 与 向 量 上 ,使 得 И" &550,{Н 
"£ =0. 求 证 尺 在 某 组 基 下 的 矩阵 是 


о о 
о © © 


ao ool 
{ | 
0 0 

. 设立 是 数 域 P En нню ши, : V 的 与 全 体 线性 变换 可 以 交 
киик ажей 
13. ЧЕЖЕ P 上 ” 维 线性 空间 V 的 一 个 线性 变换 .证 明 : 如 果 x 在任 


意 一 组 基 М 的 矩阵 都 相同 ， 那么 A ZE %X 2 ЗС В. 


14. 设 sl ,gs ,gz;,E, 是 四 维 线性 空间 V 的 一 组 基 , 已 知 线性 变换 s 在 


这 组 基 下 的 和 矩阵 为 
(1 02 1) 
а 21 3l 
1 25 5 
[| 2 -2 1-2) 


1) УЖЖ n = є, – 2E, + E,, N =3E, — E; — Е, N = E; + E4, 
п. =2e, FRIERE; 

2) ЖУУА; 

3) 在 x 的 核 中 选 一 组 基 , 把 它 扩充 成 У й — 8,9. э/ E H 
Ж ТАЈ ЕЕ; 

4) 在 多 的 值 域 中 选 一 组 基 ,把 它 扩充 成 V 的 一 组 基 ,并 求 s 在 这 
组 基 下 的 和 矩阵. 


1S 252: pD? дтн 2н 
12. Z H ХЕ 1 = 


— 
к.е 
一 一 一/ 


> 
dT 


HMHP iiei, Ж 


17 НП A W + 
1. нл г у A з KL. 
B 


可 
18. ШЖ А 与 


19. 求 复 数 域 上 线性 空间 V 的 线性 变换 x 的 特征 值 与 特征 向 量 , 已 知 


== а 
í TE £H ë |` HJ AE P+ 7 : 


[3 4] Го a 


3 0 a] 
04-1: 2): 2 4-|-。 0): 


_ — 
= = 
| 
ИЧ — 
| 
b= — 
m 


3) 4= | ; I 
) 1 -1 1 a | 1 2 _\, 
1 -1 -1 1 
(0 0 1) со 2 1) 
5) a= [0 1 o|; © A= | -2 0 3; 
(1 0 9) t-1 -3 0) 


20. 在 上 题 中 哪些 变换 的 矩阵 可 以 在 适当 的 基 下 变 成 对 角形 ? 在 可 以 
化 成 对 角形 的 情况 , 写 出 相应 的 基 变 换 的 过 滤 和 矩阵 了 ,并 验算 T'AT. 

21. Æ Plr], 中 (n>1), 求 微分 变换 9 的 特征 多 项 式 ,并 证 明 ,9 在 任 
何 一 组 基 下 的 和 矩阵 都 不 可 能 是 对 角 和 矩阵 . 


22. 设 
f 42 | 
А = |0 -3 4 |, 
b аз 
Ё Aš 


J> lm 


23. 设 &,,&,,Е;,Е, 是 四 维 线性 空间 V 的 一 组 基 ,线性 变换 x 在 这 组 


( 5 一 2 -4 3 1 
| 3 — 1 一 3 2 | 
A= -3 1 2 Z 2p 
~ 2 2 2 
Lw з а 2) 
1) K x 在 基 
Nı = E, +26; + E; + ё,, 


1, 52E, +3&, + &;, 
n 一 £3， 
1; 一 £ ¿ 
下 的 矩阵 ; 
2) 求 w 的 特征 值 与 特征 向 量 ; 
3) Ж-Ж Т, TAT 成 对 角形 . 
24.1) 设 4,,4, 是 线性 变换 x 的 两 个 不 同 特征 值 ,e, ,ze, 是 分 别 属于 
41,42 的 特征 向 量 ,证 明 : e, + z, 不 是 x 的 特征 向 量 ; 
2) 证 明 :如果 线性 空间 V 的 线性 变换 x 以 V 中 每 个 非 零 向 量 作 为 


ө Кө E -4 А 
е 


° 322 


它 的 特征 向 量 ,那么 ERRER. 
25. 设 V 是 复数 域 上 的 维 线性 空间 ,xy, 8 是 V 的 线性 变换 , 且 = 
0.7. ПЕ ВН 


1) ШЖ ie 是 尺 的 一 特征 值 ,那么 V, 是 8 的 不 变 子 空间 ; 


РХ +L z, А3 ZT r+ ЕҢ. 


2) A,B 3 ЛАЖНА 8. 
26. 设 V 是 复数 域 上 的 ” 维 线性 空间 ,而 线性 变换 x 在 基 є|,&,, g, 
ЈЕ ВЕ КОЧ. ПЕ ЕА: 

1) V 中 包含 s, 的 ww- 子 空间 只 有 V 自身 ; 

2) V 中 任 一 非 零 x 一 子 空间 都 包含 g, ; 

3) V 不 能 分 解 成 两 个 非 平 凡 的 x 一 子 空间 的 直 和 . 


w A 


27. 求 下 列 和 矩阵 的 最 小 多 项 式 


КИН 
1) 10 1 0|; 


ТЕЁ 


| 一 3 1 -3| 
2) 
3 -1 -3 1 
= 1 3 1 —3 
i E 35 Н: 
T JÚ 


1. É A,B 是 线性 变换 ,WY* = az, 2° = 2. BE BB : 
1) 如 果 (w+9) = 7+3, 2 2 = 6; 
2) ШЖ = BA, А (Z+ B- ADY = A+B- 42. 

2. 设 V E.3r iy P 上 ” 维 线性 空间 .证 明 : 由 V 的 全 体 线 性 变换 组 成 的 


Y AF3A 2 _L Л >ш — = = 


线性 空间 是 n” ЯЕ. 


з A J ну p L 2В Zb: А 25 ist Y7 да. A. 2 bL тг iéóÓaa УСЕН . 
2. LX Н AE X 3 Г гп E 8] | ZX D- ЫЛ: 


1) Æ P[<]F# —IK3 n 


„ 224 
“ 320 


Am\ 了 rm ЕН A/ Ë __ Л LON _ п? + y⁄ N N — m 了 / \ ЕЗ ~/ N = 

2) MWR JA 2)— V Б) = Ч APA а) = ч ‚АЕ ах) J (X )J 
(=) ЮКА; 

aN ZT. Ум Lh Na А> (由 Е J» XF. THR 2 MB hh „б> =m -D r, N += 

э) жн) HJ 7 7T Ж ç 3 TT Æ, Н — ñ ARDI JZ А2, ЈЕ) 
РС) = 0 

4. 设 4 E2 yV Fain a e ВЕДЕ А 
Ех, оч дл IL. L. Y — ч Ala LA 


1.0. 一 mr LAr ` rr 


5. 设 是 线性 空间 У 上 的 线性 变换 ,证 明 : 


要 条 件 是 x 以 零 作为 一 个 特征 值 . 


8, 


< У А BRZA tE НН. 
U. X A ХЕ Н Эх I — JH AE F+ s LA š 
1) 如 果 aa, 4 і7ј,1,) =1,2, ,n, 那 么 A Hf F — XF B EE ; 
Z/ ARIN ll 22 Unn ”TU — — A ig? 7 NZ JIJIA A 
JN E М fA Ж Ke +B AE . 
= ут ноп — Ir x A= ZZ XE, АЧ Mi a -Re —=— IT МА Df m с mol „ш Ei 于 
/. ИСН: AJ TE nAn А.Х ЯКЛА ‚ТРАЕ ЛДА РЕ 1,16 1 АІ Е L. 
ZAER. 
8. WE J A. y BEHEE V 的 ;个 两 两 不 同 的 线性 变换 ,那儿 
° ARIN 0+1 9992 5 э», AE TA IL. L. jJ Y HJ oo | РУГУ HJ ZÁ L < DA xç F oN 


在 V rh ff fE Bb a, Ë sñ a.s, G, Aa 


о ++ 8.2 ЕН ЖЕ ZË UL 27 isi VU пч 2р pt iG wW B YV nT >i 
Z+ WE ©з A Hi VIA 24 IL. L, J Y HJ — I A Y J I 


H W 中 向 量 的 像 组 成 的 子 空间 .证 明 : 
维 (%W)+ 维 (x ONW) = (0). 
10. 设 x, 名 是 n 维 线性 空间 V 的 两 个 线性 变换 .证 明 : 
AB RREA 的 秩 + 名 的 秩 一 n. 
11. 设 = A,B’ = F. ЕВ: 
1) 必 与 乡 有 相同 值 域 的 充分 必要 条 件 是 D= 2, BA= A; 
2) x 与 多 有 相同 的 核 的 充分 必要 条 件 是 эїй= A, BA 9. 


; P 是 一 个 数 域 ,A 是 一 个 文字 , 作 和 多 项 式 环 已 | A].— Ж 
i A | Элч, ^ Z po A | м 
阵 ,如 果 它 的 元 素 是 4 的 多 项 式 , 即 PLX] 的 元 素 , 就 称 为 和 Ж 
E£ .在 这 一 意 ,我 们 来 计 论 A4 一 矩阵 的 一 些 尾 质 , 并 用 这 些 性 质 来 
P+. TEIA — 5. , JA lI 1 28 E МЕ. P+ HJ — = ЕЛА, JT ЛУД — ЕЛА Zx 


rrt 3. xf. LP. 一 一 +£: Whe ehe ЕЗ yr 一 /一 


因为 数 域 P 中 的 数 也 是 PLX] 的 元 素 , 所 以 在 4 一 和 矩阵 中 也 包 


括 以 数 为 元 素 的 矩阵 .为 了 与 -矩阵 相 区 别 , 有 时 我 们 把 以 数 域 


pi — f alr  =Йһ Й = ТАЙ 


P + 3 ú НЕКУ FER. ATH AA), B(A), e% 
表示 A 一 矩阵 


Z£/% | 1 ° 


=> a 


我 们 知道 ,PL4j] 中 的 元 素 可 以 作 加 、 减 、 乘 三 种 运算 ,并 且 
只 


们 Жу 运算 有 相同 的 运算 规律 тп 25 [# Hi УЕ E; 3 >= n = 
Пу) ХАН 的 运算 : AH IR HJ Д A A РР. HU AE PT AH AI ZS 1 HJ АЕ. 
X 


É V! 
用 到 其 中 元 素 的 加 法 与 乘法 ,因此 ,我 们 可 以 同样 定义 和- 和 挎 


bnyk 694 N E= yr = kt: ПУ hn 25 A -E `= A Р ZE 
加 法 与 乘法 ,它们 与 数字 和 矩阵 的 运算 有 相同 的 运算 规律 . 


重复 叙述 与 证 明了 . 


一 =I ША Lh 2р M гү = I ++ , L, — == „у v4 


行列 式 的 定义 也 只 用 到 其 中 元 素 的 加 法 与 乘法 ,因此 ,同样 可 
以 定义 一 个 nX n 的 4 一 和 矩阵 的 行列 式 .一 般 地 ,4 一 和 矩阵 的 行列 
AE À 的 一 个 多 项 式 , 它 与 数字 和 矩阵 的 行列 式 有 相同 的 性 质 . 例 
如 ,对 于 4 一 矩阵 的 行列 式 , 和 矩阵 乘积 的 行列 式 等 于 行列 式 的 乘积 
这 一 结论 ,显然 是 对 的 . 


ВЕ EFASE j nk r а — #R EE ña > н В 2 HARA 
AWA ITISA, EMA À — AE PF J У. 


HJ +N H J TAL JON ТУРЛ У. | “PPG 

念 , 我 们 有 
тез AAA у tn 8 ACCRA A/ 中 太 人 / _ — 4 Y 212 =. = Жу >b 
人 上 1 XH Лл A А“ A NA J TPT“ hH | f NTT ZIJI] м ЛУУ 


E 而 所 有 r+1 20. 1 ( (A 


零 ,而 所 : ' + 7A 1 -人 人、 


r. 零 矩阵 的 秩 规 定 为 零 


дї — 1 = gE [® ` 与 以 Br hh ет EH. 
AJ J IAT AEI JIA VA BU HJ АЕ А AEA HH. 


与 以 前 一 样 ,我 们 还 有 : 


IE АУДИ, ^^. N «Ё ` АЧ 


定义 2 一 个 nxn 的 4 一 和 矩阵 A(4) 称 为 可 逆 的 ,如 果 有 一 
个 nxn 的 4 一 矩阵 B(4) 使 


E 
。 att 
>+ 
59 
Р 
F 
М 
= 
F 


А(А)В(А) = В(А)А(А) = Е, (1) 

这 里 E Ж n 级 单位 矩阵 .适合 (1) 的 矩阵 B(X)( 它 是 唯一 的 ) 称 
为 A(A 8383 E , 记 为 A '(À) 

> + у — н BE nj В) (66. 

AIAN J A мі TIT Jo HJ | 

定理 1 一 个 nxXn 的 А 一 Ж РЕ А ( À ) Ë пру Ж 
IL ыз =н! —- | А / s NI ы A dE =P nn Ж 
ЕЛУ 13 IITIN 80А 1А | ЯРА HJ ЯА 


А(А) ТА" (А) = ТА" (АЈА (А) =Е 
因此 ,A (А). 
反 过 来 ,如 果 A(4) 可 逆 , 在 (1) 的 两 边 取 行 列 式 ， 
|A(A)IIB(A)|= |E|=1. 


因为 | 4(4)| 与 18(4)| 都 是 4 的 多 项 式 , 所 以 由 它们 的 乘积 是 1 
可 以 推 知 ,它们 都 是 零 次 多 项 式 , 也 就 是 非 零 的 数 .上 


J г Sir ЗЭ М 9 wa 4⁄7 ú a. 


-和 矩阵 也 可 以 有 初等 变换 
定义 3 下 面 的 三 种 变换 叫做 а -EENDE ER: 
Га \ AC IE bhh Tez 0 (а \ 1 bf 

1) М РР НУ РУЯЈҲА 列 ) 互 换 位 置 ; 


U 
N) 
© 


(2) 矩阵 的 某 一 行 ( 列 ) 乘 以 非 零 的 常数 с; 
(3) 矩阵 的 某 一 行 ( 列 ) 加 另 一 行 ( 列 ) 的 PONE, pO) 
个 多 项 式 ， 


和 数字 矩阵 的 初等 变换 一 样 ,可 以 引进 初等 矩阵 .例如 ,将 单 


т —⁄ = w 


Eara ГАРА 了 £. fefe 


位 矩阵 的 第 7 行 的 (А) 2 17 Е1# 
i i 了 列 


(1 


1 -= Ф(А) 


PG= 


у 


仍 用 P(;,;) KR H РЕ i 行 第 j 行 互 换 位 置 所 得 的 
初等 矩阵 ,用 P(i(c)) 表 示 用 非 零 常数 с 乘 单位 矩阵 第 ; 行 所 得 
的 初等 矩阵 .同样 地 ,对 一 个 ;xn 的 4 一 和 矩阵 A(X) 作 一 次 初等 
行 变换 就 相当 于 在 4()) 的 左边 乘 上 相应 的 xs 初等 矩阵 ;对 
4(1) 作 一 次 初等 列 变换 就 相当 于 在 А (4) 的 右边 乘 上 相应 的 n 


x > ПАТ МЕЕ [Z 
нн HJ ÚJ T AFE. г. 


初等 矩阵 都 是 可 逆 的 ,并 且 有 
P(i,j) “= P(;i,j),P(i(c)) '=P(i(c ')), 
Р(; ilo)) = р(;,;(– ф)) 


Sy \Y/ 3J Y ¿° 


H Je $H 736 АА пз E: a — ЖЕЕ A(4) 用 初等 变换 变 


Р юг уу >Ç £H г (4) 左 乘 或 右 乘 一 个 初等 矩阵 TH ЕН èn 
л ул Ју ДАЛН SJS AJ Z3 AA ЛИКА UN DI T AÉ FT - TT 713 >Ú Ú 


=н E ЕКЕ В(А) ЯЛА ACA), ПН {Л E: 6 


2% Уса = 


阵 ,因而 由 B(4) 可 用 初等 变换 变 回 A(4). 我 们 还 可 看 出 在 第 二 
种 初等 变换 中 ,规定 只 能 乘 以 一 个 非 零 常数 ,这 也 是 为 了 使 


ГЫ / A N I >м Fp РА 


Р(:(с)) п] ВЈ. 
定义 4 -BE A(4) 称 为 与 B(4 ) 等 价 ,如 果 可 以 经 过 一 
系列 初等 变换 将 А (4) 化 为 BOA). 


A А Н. у — Ян I у rat ah — #h > RA ALZ анж K Z| = 

J UJ л A М ГТ <; |” HJ TUINN ANI ЛУ | „МАМ y MN. AN Т JJ 一 一 
个 性 质 : 

{1% GHk. н Ez: а АКД 

(1) XAI IE: Ë [` A ESAL. 

(2) КЕ: A(4) 与 B(4) 等 价 , 则 B(A) A4(4) 等 价 .这 

Эп А zi: hz, El + ЗТ >" FL. АА kE, Llr 


(3) ERE: # А (2) 5 В(А) 0, В(А) 5 C(4) 等 价 , 则 


上 (чуу \ AE ZA 


A(4) 与 CAJE. 
应 用 初等 变换 与 初等 矩阵 的 关系 即 得 ,和 矩阵 A (4) 5 B(4 ) 等 


= A= 


价 的 充分 必要 条 件 为 有 一 系列 初等 矩阵 P,P,,…, Pi, QG, 
О. , Q, 使 


? 2 É 


A (à) = P, P, P.B(A)0, Q3 0,. (1) 

>r — t + E НЕ HH /T r —_ 个 À 一 和 矩阵 可 以 经 过 初等 变换 化 为 

A I” 11 54 A L /JJ -Lv ч 一 [人 过 LJ q см FU 2⁄3 
某 种 对 角形 .为 此 ,首先 给 出 下 面 的 引 理 . 

пн Ana- АИ АГ ууй L €@ => , (0n 并 日 

Jj Z= X A APT A AA7HJ LL Л ЛЬ А Gi 77 U UP TL 

4 ()) 中 至 少 有 -个 元 素 不 能 被 它 除 尽 ,那么 一定 可 以 找到 一 个 与 

А Pi Dra N тә hh E L # — =E ah ZC М, Е n Eli v> ab 

А ОЙ ИЕК: BA) ШЕ ЕЛЯ u 8 B А, MEKAN 


а 33 


1) Ф 4(A) 的 第 一 列 中 有 一 个 元 素 a (А) З ВЕ аз (А) 
ДІ 


а (А) = а, (А) 9(А) + (А), 


НН Ар rn Н УУ ( x ñH Yh Жу ЛЕС 
其 中 余 式 r(A) 关 0, 且 次 数 比 a11(4) 的 次 数 低 . 
对 A(4) 作 初等 行 变 换 .把 A (4) 的 第 i 行 减 去 第 1 行 的 
q (4 ) 售 ,得 ; 
k ы en Q) ы 
АСА) = о (3) | YA И 
НИ | | | 
\ : J Ui : J 


КУУ 
ч 
Pa 


ÉM е А 
= Er Kr 
НР % % 

Кашы A z F 
` s. К = — 
ш P Е FE 
= £ Ж 一 2 Ф 3 
Ты 5 Ж Ми, : : N < = = 
£ Eo : [ ~ = W 
5 = йг о. i is: Š 
А EKR < | Е 

Жж = — — > ~ " . к 
< E 二 | T 

кис S < S < УОК 8 
长 ы 2 ш > < ~ < > R £ m 
цу ч ~ S S — = S ° ° Ë T 
m] = A ~ е Š — 5. < Š 
DE = > 2 h : t : 
g | 二 Ra 一 < 

D Кашы x г i í 
Т П < < < 一 S і М js Ӯ) > 
с ma sas s гз gS 
Im i> D 分 — — 一 一 % + 
| << IB x š | 1 
ш | © [ ~ > о т 6" 
пт <1 = 一 、 ` Бб š ` Š =: 
= # | S 二 < ë š i 
= € т 一 < š j Г А 
Ç + š | #6 аи. 
— TE ЖОР 出 
E < 一 ç 5 - “ - 
< Ë 天 “ ў 
т E ; = > < 1] a 
14 | ре - : 
96 m g T i i 
1 ES Ë 
{пг . 
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Q. 
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— 
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iw 


其 中 >2>1,d,(A)(i=1,2,:- r E 8 i # 3 38 1 的 多 项 式 , 且 
d. (ÀA)|d, (À) (i=1,2,…,r—1). 

证 明 经 过 行列 调动 之 后 ,可 以 使 得 A (4) 的 左上 角 元 素 
au(4) 关 0, 如 果 an (А) ЖЕЛ A(4) 的 全 部 元 素 , 由 引 理 ,可 以 
找到 与 A (4 ) 等 价 的 B,(4), 它 的 左上 角 元 素 61,(4) 关 0, 并 且 次 
tkan (AHR. 如果 5,(4) 还 不 能 除 尽 В, (4 ) 的 全 部 元 素 , 由 引 
理 , 又 可 以 找到 与 B, (4 ) 等 价 的 B,(4), 它 的 左上 角 元 素 5b,(4) 关 
0, 并 且 次 数 比 5,(4) 低 .如 此 下 去 ,将 得 到 一 系列 彼此 等 价 的 4 – 


АЕ Ж АГУ\ (xÀ (ау... "т 4РТА = L £h 3 Же БЫК У, mO 
мМ. P+ ALA), BiA), Bl), . С,нуну т L. INJUR H JZ, IU EL 


次 数 越 来 越 低 . 但 次 数 是 非 负 整数 ,不 可 能 无 止境 地 降低 .因此 在 
有 限 步 以 后 ,我们 将 终止 于 一 个 4 一 和 矩阵 B,(4), 它 的 左上 角 元 素 


b (A )=Z0 Tt F] T DJ ë Ja B.(4) 的 全 部 元 素 b (А). В0 


\ ) 关 0, 而 且 可 以 除 尽 \ ) 的 全 部 元 素 b, (4), 即 
(А) = 5, (Aq (А), 

对 B, (4 ) 作 初等 变换 . 

b (À) … b, (À) 


° ° 
... е еее ° 

° ° 
一 


э 
ө 
Ú 


(b (A) 0 0) 
0 
Е : A. (À) | 
0 
在 右 下 角 的 4 一 矩阵 A (А) +, ёл ЖЕНИ Б, (А) 
的 ,因为 它们 都 是 B (4 ) 中 元 素 的 组 合 . 
如 果 A1(4) 关 O, 则 对 于 A1(4) 可 以 重复 上 述 过 程 ,进而 把 
和 矩阵 化 成 
а, Q) 0 0) 
0 d, (À) 0 
ЕУ | 


| ... ... A,(A) | 
0 0 


其 中 d, (A)5 4, (2 ) 都 是 首 项 系数 为 1 BJ 22 mi ƏN ( d, ( À ) 与 
b,(4) 只 差 一 个 常数 倍数 ), 而 且 4d,(4)|14,(4),d,(4) 能 除 尽 
A,(4) 的 全 部 元 素 . 


3n R 4“ ( ) YES F> >L ZL rb 7 БЕНЕН 
如 此 下 去 ,A(A ) иҗ Лл ЗУ TO ДА 


J 
最 后 化 成 的 这 个 矩阵 称 为 A(4) 的 标准 形 . 
В) 用 初等 变换 化 4 一 矩阵 


[1 — À 2А —1 À 

A(à) = À д? — À 
1 ， \2 3 _ 3 4 y 2 
LUITA A TA 1 一 人 J 

[1—-А 2А—1 1] 

А (А) 一 一 ~ À д? 0 


[1 24-1 1-2) (1 23-1 1-2) 
— |0 А? А 1—10 2 А 
ll А+А-1 1+А?) (0 А-А А? +АЈ 
Ë 0 0 | 
7+ (0 А? А 
10 А-А А +АЈ) 
Ë 0 0 Ë 0 0 
— |0 À a? |— [0 À 0 
h A? + À | h A? + À 
1 O 0 
| А 0 о 
\0 0 2 +ÀA 


$3 不 变 因 于 


现在 来 证 明 , 一 矩阵 的 标准 形 是 唯一 的 .为 此 ,我 们 引入 


定义 5 a A en wy L 1— L< 
A 2& J A AP rr AAAH TA Z r > 人 J EHR k, 上 ~ 一 人 ~ ә 


A (4) 中 必 有 非 零 的 k RFR. A(4) 中 全 部 k 级 子 式 的 首 项 页 系数 
为 1 的 最 大 公 因 式 р, (4) 称 为 A(4) 的 k 级 行列 式 因子 . 


由 定义 可 知 , 对 于 秩 为 rr 的 A 一 5н Е, 行列 式 因 子 一 共有 
WHAEA "у Ан, A 


r HJ Ñ мі ГТ ЈИ NH АУ I 


行列 式 因 子 的 意义 就 在 于 , 它 在 初等 变换 下 是 不 变 的 . 


с тп 2 ; ` AP RÉ El 2 н EA аА 各 级 行列 式 
A&E JIE ЭУ Б5ҒИНЈА — 矩阵 具有 相同 的 秩 与 相同 的 各 级 J ZJ ТА 


ч 


XA. fofa „^—^ 一 全 EA 


2) A(A)2 ESATEA EN B(A). ХЕ, B(A) KAEA k 
ZE yt нү SX a (4 ) 的 其 一 个 上 级 子 式 或 者 等 于 A (À 


ZA J AN-N T у J ANAJ HJ Z< K NSA - 


一 
> 38 
+) 
Р 
2 & 
z 
BH 
= 
> 2 
s 2 
= 
= 
ss 
+ 
出 
= 
> м 
PH 
出 
= 


ms NI 
而 f(A)lg(A). 


3) A (4) 经 初等 行 变换 (3) 变 成 B(A). X RF B(4) 中 那些 包 
вуз 行 的 & 级 子 式 和 那些 不 包含 i 行 的 & 级 子 式 都 等 于 
A(4) 中 对 应 的 级 子 式 ;B(4) 中 那些 包含 i 行 但 不 包含 ; 行 的 
级 子 式 , 按 i 行 分 成 两 部 分 ,而 等 于 A(4) 的 一 个 级 子 式 与 男 一 
个 级 子 式 的 + gp(4) 倍 的 和 ,也 就 是 A(4) 的 两 个 级 子 式 的 组 
合 . 因 此 f(4) 是 B(4) 的 上 级 子 式 的 公 因 式 , 从 而 /(А)| (А). 

对 于 列 变换 ,可 以 完全 一 样 地 讨论 .总 之 ,如 果 A (4) 经 过 一 
次 初等 变换 变 成 B(4), 那 么 f(A4)|g(4). 但 由 初等 变换 的 可 地 
性 , 召 (4) 也 可 以 经 过 一 次 初等 变换 变 成 4(4). 由 上 面 的 讨论 [н 
样 应 有 g (4)|f(4), 于 是 f(4)= g(4). 

当 A (4) 的 全 部 级 子 式 为 零 时 ,B(4) 的 全 部 & 级 子 式 也 就 
等 于 零 ; 反 之 亦 然 .因此 ,A(4) 与 B(4) 既 有 相同 的 各 级 行列 式 央 
子 , 又 有 相同 的 秩 . | 

现在 来 计算 标准 形 和 矩阵 的 行列 式 因子 . 设 标准 形 为 

au 


d, (4) ; (1) 
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| 
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| 
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⁄=— n O >—.h 


+ 


d (A).d.(À) 
G€] NA Лу Со NV íA у 


жі 1 Z mt El 
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` = $ -LL 


.不 难 证 明 ,在 这 种 形式 的 和 矩阵 
列 的 标 


°... 1 
2 э 9 rA 


. ( ldi (A )( = 1, 2,: п 1) 


“йге 
: > 


名 采 一 个 级 子 式 包含 的 行 与 列 的 标号 不 完全 相同 ,那么 这 
级 子 式 一 定 为 零 ( 读 者 自己 证 明 ). 因 此 ,为 了 计算 级 行列 
因子 ,只 要 看 由 11›1), , 1, 17-53 1,,1,, oiy J (1< ¿, <i, 

1 Рл? CZ. e aL 0 T чс 


个 т ¿m bb AX r 


成 的 级 子 式 就 行 了 ,而 这 个 & 级 子 式 等 于 


d, Оа, (A)…d (А). 


显然 ,这 种 有 级 子 式 的 最 大 公 因 式 就 是 
di (4)d;, (à) d, (A). 


定理 4 A 一 矩阵 的 标准 形 是 唯一 的 . 


证 明 设 (1) 是 A(4) 的 标准 形 . 由 于 A(4) 与 (1) 等 价 , 它 们 


有 相同 的 秩 与 相同 的 行列 式 因 子 , 因 此 ， А АШ 
主 对 角 线 上 非 零 元 素 的 个 数 r; A)R k 级 行列 式 因子 就 是 


"q r w— q —— < чм mY Ё 级 T yl! rN Е v Чч Ы / `< 


D(A4)= di(A)d,(A)'…d, (à) (k=1,2, r). (2) 
= Es. 
T ХЕ 
УК р, (А) D (А) ， 、 
d (À )= D (à), 400) = Pp (X ‚а (2) = Y: 3 


K, -1 \ S7 


这 说 明 A (4) 的 标准 形 (1) 的 主 对 角 线 上 的 非 零 元 素 是 被 A(4) 的 
行列 式 因 子 所 唯一 决定 的 ,所 以 A(4) 的 标准 形 是 唯一 的 .1 
定义 6 标准 形 的 主 对 角 线 上 非 零 元 素 di), di (A), 


>g — ^ ` 


d,(4) 称 为 4 一 矩阵 А (4) 的 不 变 因 子 ， 


к RA Ac LA bhh 2< ZV HE М IL 


2 Et = fy =f hhe 
定理 5 两 个 A — RE BF SF t 727 y R ААВ ТАКИЕ TH IR] НУ 


行列 式 因子 ,或 者 ,它们 有 相同 的 不 变 因子 . ” 


e @ ө ө 0 ө ө ө ө ө ө ө ө ө Ò ө ө 
в s... karma pha t f. А boa —— —2д.— r 


证 明 ”等 式 (2) 与 (3) 给 出 了 4 一 矩阵 的 行列 式 因 子 与 不 变 因 
子 之 闻 的 关系 .这 个 关系 式 说 明 ,行列 式 因子 与 不 变 因 子 是 相互 确 


ях N 1654 , J yl AT N J ' í 八 ITH — U 


因此 ,说 两 个 矩阵 有 相同 的 各 级 行列 式 因子 ,就 等 于 说 它们 


ХЕ ВЈ. 
Ж ЖН 16] J 252 Zú, K AR ЕН > 
AINAKAAN. 

要 性 已 由 定理 3 证明 . 


э 
W 
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充分 性 是 很 明显 的 .事实 上 , 独 4 一 矩阵 A(4) 与 ВОА)ВЖН 
同 的 不 变 因 子 , 则 А (А) 5 B(4) 和 同一 个 标准 形 等 价 ,因而 A (А) 


= r (xy AAS AAA 8 
-DAJSFTUI. E 


由 (3) 可 以 看 出 ,在 和 -和 矩阵 的 行列 式 因 子 之 间 ,有 关系 
D,(A)ID,, (à) (k=1,2,.…,r—1). (4) 
在 计算 A – EE BJ 4? рр, ИБ ЕТЕ®@& 28 045 


Hri IFA AC T HJ IJ РУ 2м HJ s P IN AC/bBIrI 2T AX IR ZA HJ 10у 


列 式 因子 .这 样 , 由 (4) 我 们 就 大 致 有 了 低级 行列 式 因 子 的 范围 了 . 


作为 一 个 例子 ,我 们 来 看 可 逆 矩 阵 的 标准 形 . 设 A(4) 为 一 个 
пхп пр Е, НЕР 1 知 
АСА) =d, 
其 中 d 是 一 非 零 常 数 .这 就 是 说 ， 
D. (4)=1 


于 是 由 (4) 可 知 ,D,(4)=1(k=1,2,…,n), 从 而 
d,(à)=1 (k=1,2,.…,n). 
因此 ,可 逆 和 矩阵 的 标准 形 是 单位 矩阵 EE. 反 过 来 ,与 单位 矩阵 等 价 


的 矩阵 一 定 是 可 逆 的 ,因为 它 的 行列 式 是 一 个 非 零 的 数 . 这 就 是 
说 ,矩阵 可 道 的 充分 必要 条 件 是 它 与 单位 矩阵 等 价 . 又 矩阵 A (А) 


Tr E „7 э „Учу „== „77“, Z 


与 吾 (4) 等 价 的 充分 必要 条 件 是 有 一 系列 初等 矩阵 P,, P,,…， 
Р,,0,,0,,`°,0, ,使 


A(A)= P P, PB(A)O 
4 = АЈ = |] = = /& MO у, 


2 
特别 地 , 当 B(4)=E 时 ,就 得 到 
= TH y Ac nE TOOL: `a „2,2, D - 21 1 
АЕ ЕЕ О яг ALA АЕ 1 1 HJ INORRI 


aska m р о о о оо ооо ОООО 
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由 此 又 得 到 和 矩阵 等 价 的 男 一 条 件 


推论 ”两 个 ;xn ЮА ЖЕЕ A(4) 与 B(4) 等 价 的 充分 必要 
条 件 为 ,有 一 个 s Xs 可 道 矩 阵 P(4) 与 一 个 nxXn ай 
љ(у\ Æ 
V NA J y Ц 


В(А) = Р(А)А(А) ОСА). 


5а ”矩阵 相似 的 条 件 


在 求 一 个 数字 矩阵 A 的 特征 值 和 特征 癌 量 时 曾 出 现 过 4 – Ж 
EE XE 一 4 ,我 们 称 它 为 A 的 特征 矩阵 .这 一 节 的 主要 结果 是 证 明 
两 个 п x n 数字 矩阵 A MB 相似 的 充分 必要 条 件 是 它们 的 特征 
Ж АЕ - А MAE 一 В 等 价 . 

引 理 1 MRE nxn ЖЕШ Po, Oo 使 

АЕ — A = P, (àE - B)Q,, (1) 

则 4 3. B 相似 . 

证 明 因 P,(AE-B)Q,=AàP,Q,- Р,ВО,, E ХЕ ЛЕ – А 
相等 ,进行 比较 后 应 有 P, Q. = Е,Р,ВО, = A 和. 由 此 Q, = Pç; ' ,而 
А = Po BP; '.0 A УВ 相似 .1 


引 理 2 对 于 任何 不 为 零 的 n Xn 数字 矩阵 和 A 和 4 一 矩阵 
U(4) 与 V(4)， 一 定 存 在 A 一 Ж ОСА ) 与 R(X) 以 及 数字 矩阵 
Ú, 和 V 使 

U(A)=(AE-A)Q(A)+U,, (2) 
V(A)= R(A)(AE — А) + V,. (3) 


=D à” + р, А" "+.…+D,_,A+D,. 
这 里 Di, Dot, Dn, 都 是 2 Xn ATER, mE Do 天 0. 如 т = 
则 令 @(4)=0 及 U = D, ,它们 显然 满足 引 理 2 要 求 . 

设 m >0, 令 

О(А) = ОА" I +Q A7? +Q, ÀA +Q, 1: 

LE Q, 都 是 待定 的 数字 和 矩阵 .于 是 

(AE-—A)Q(A)= 0,4" + (0, –- АО„)А” + 
+ (О, — AQ, _ |) ar + =. + (Qni — 
АО, ,)4-AQ 


Ат – 1 ° 


о 


. 339 >» 


ан Н fi ( 2 Y =t- FU — Hy 
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-Qo = Di; 
Q, =D, + AQ, , 
О. = D. + АО. 
х 2 шг Z “x Í 5 


Qn-1 = D,- + АО„-›, 
U, = D, + АО„-\. 
就 行 了 .用 完全 相同 的 办 法 可 以 求 得 R(4) 和 V。. 引 理 证 毕 .1 
定理 7 设 A,B 是 数 域 P 上 两 个 nxn Ж.А 与 B 相似 
的 充分 从 要 条 御 是 它们 的 特征 年 阵 2E -A 和 XE B 等 价 


证 明 由 定理 6 的 推论 ($3) 知 道 *E 一 A 5AE- B 等 价 就 
是 有 可 逆 的 4 一 矩阵 Ula) va), tE 


AE—A=U(A)(AE — B)V(2). (4) 
先 证 必要 性 . 设 А 与 召 相 似 , 即 有 可 逆 和 矩阵 T, E 
А = ТВТ. 


于 是 
АЕ- А=ЛЕ-Т !ВТ=Т!(АЕ-В)Т, 
从 而 АЕ- А БАЕ-В 等 价 . 

再 证 充分 性 . 设 AE- А 5AE -B 0, Арл — & 
U(A),V(4) 使 (4) 成 立 .用 引 理 2, 存 在 4 一 和 矩阵 Q(X3) 和 R(4) 以 
及 数字 和 矩阵 U。 和 V 使 

I (í 


FTJ(3XyY—(/( E — AYO/12153-4+ FJ (5 ү 

C NAJ VA AJZ) Uos СУ, 

У(4) = (Л) (ЛЕ- А) + У, (6) 
成 立 .把 (4) 改 写成 


РО Шш! 


“. VA / 


式 中 的 V(X) 用 (6) 代 入 ,再 移 项 ,得 


DAN 


° 24U ° 


< Жы ГДУ 57] 0 ° 
右 端 次 数 ( 见 304 页 脚 狂 ) 等 于 1 或 Vi=O, 因 此 UN) '— (АЕ 
一 B)R(4) 是 一 个 数字 和 矩阵 (后 一 情形 下 应 是 零 和 矩阵 ) , 记 作 Т, Вр 

T= О(А) '-(AE- B)R(2), 
T(AE +- А)=(АЕ-В)У, (7) 


~r vx. P p. 


来 证 明 T ÆA. H (7)8J 85 — 48 ` 
E:=U(A)T+U(A)(AE — B)R(À) 

= О(А)Т+(АЕ- А) У(А) 'R(À) 

= [(АЕ-А)0(А) + UT 

+(АЕ-А)У(А) 'R(2) 

= О,Т+(АЕ- А)ГО(А)Т+У(А) 'R(A)]. 
等 式 右 端的 第 二 项 必须 为 零 ,否则 它 的 次 数 至 少 是 1, 由 于 五 和 
U, T 都 是 数字 和 矩阵 ,等 式 不 可 能 成 立 .因此 


іу /У 


现在 我 1 


=) 


E=UT 
хур Ам m Et TT: па ҺИ уап — —-/E 
AA АЛУ ХЕ JU y d AE J IZ HJ - HI N / J HJ 4 — гу 
-1 
АЕ-А=Т!(АЕ-В)У, 
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再 用 引 理 1,4 5B 相似 .i 
矩阵 A 的 特征 和 矩阵 XE - А 的 不 变 因子 以 后 就 简称 


/本 一 上 下 А ” J F / t. | 


RAF. AAAA à- ЖЕ $ ft BJ ЛЯ ЗЕ Ж E E iA Н |F] B 


不 变 因 子 BH P] rh — Ti 7 有 得 
不 变 因 y Z| FA HI ЕЛЕ / P; TF 


推论 ЖЕ 4 与 B 相似 的 充分 必要 条 件 是 它们 有 相同 的 不 


an СЧ е 
<" 

应 该 指出 ,n x n 矩阵 的 特征 矩阵 的 秩 一 定 是 .因此 ,nxn 
和 矩阵 的 不 变 因 子 总 是 有 n 个 ,并 且 , 它 们 的 乘积 就 等 于 这 个 矩阵 的 
特征 多 项 式 

以 上 结果 说 明 ,不 变 因子 是 矩阵 的 相似 不 变量 ,因此 我 们 可 以 
H 一 个 线性 恋 换 的 任 一 市 阵 的 不 恋 因 子 ( 它 们 与 该 缸 阵 的 洗 取 无 
зы жш л HJ IL МГЕ нул ДК у NCJ VA A FT HJ кәл Z 


关 ) 定 义 为 此 线性 变换 的 不 变 因 子 . 


$5 初等 因 于 


在 这 一 节 与 下 一 节 中 我 们 假定 讨论 中 的 数 域 已 是 复数 域 . 

上 面 已 经 看 到 ,不 变 因子 是 矩阵 的 相似 不 变量 .为 了 得 到 乔 尔 
当 标 准 形 ,再 引入 

定义 7 把 矩阵 A (或 线性 变换 罗 ) 的 每 个 次 数 大 于 零 的 不 变 


Po ЈЕ. A 


例 设 12 级 矩阵 的 不 变 因 子 是 
a (A+1),(A —-1)(A+1)(22 +17. 
| 
按 定 义 , 它 的 初等 因子 有 7 个 , 即 
(А—1)°,(А—1)*,(А—1)*,(А+1),(А+1),(А—:)*,(А+14)*. 
其 中 (4 -1) 出 现 三 次 ,A4+1 出现 二 次 . 
现在 进一步 来 说 明 不 变 因子 和 初等 因子 的 关系 .首先 ,假设 п 


ЖЖ А 的 不 变 因 子 q (А) (AXA),…,d, (4 ) 为 已 知 将 di (А) 


ЗА Ме гг 4 di (à), d L; “у ` / Z$ — ^н. 


(i=1,2,…,n) 分 解 成 互 不 相同 的 一 次 因 式 方 容 的 乘积 : 
а, (А) = (А-А) (А-А): (А-А, )*", 
а (А) = (А-А) (А-А) (A A) , 
а, (А) = (АБА) (АА) (АБА, ) 
则 其 中 对 应 于 k, 221 KRENA 
(А-А,) (k, 之 1) 
就 是 А 的 全 部 初等 因子 .我 们 注意 不 变 因子 有 一 个 除 尽 一 个 的 性 
质 , 即 
di(4)|d;,1(4) (i=1,2,…,n~1), 
. 342 · 


M 而 


(àa =à) (A a)n (i=1,2,.…,n-— 
因此 ,在 d (à), di (à) d, (7) 的 分 解 式 中 
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Б Sk, (j=1,2,-:,r). 

这 说 明 , 辣 一 个 一 次 因 式 的 方 策 作成 的 初等 因子 中 , 方 次 最 高 的 必 
定 出 现在 d, (4) 的 分 解 中 , 方 次 次 高 的 必定 出 现在 d,- (А) 
解 中 .如 此 硕 推 下 去 ,可 知 属于 同一 个 一 次 因 式 的 方 禹 的 初等 因子 
在 不 变 因子 的 分 解 式 中 出 现 的 位 置 是 唯一 确定 的 . 

上 面 的 分 析 给 了 我 们 一 个 如 何 从 初等 因子 和 和 矩阵 的 级 数 唯 一 
地 作出 不 变 因 子 的 方法 . 设 一 个 n 级 矩阵 的 全 部 初等 因子 为 已 
知 , 在 全 部 初等 因子 中 将 同一 个 一 次 因 式 (4 一 4,)(j=1,2,…,r) 
的 方 窗 的 那些 初等 因子 按 降 硕 排列 ,而 且 当 这 些 初等 因子 的 个 数 
ЖЕ п 时 ,就 在 后 面 补 上 适当 个 数 的 1, 48483 8 n 个. 设 所 得 排 
列 为 


+: 
ЖП 
+ 
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| 
є 
Б} 


(À 一 А, у ‚СА 一 KI ) ‚СА — д)" 


=1 > | 
N J у=, |. 2. 
于 是 令 
а, (А) = (А-А) (А-А) (АА, )* 
(2 i=1,2,.…,n), 
则 dq,(4),d,(4),…,d,(4) 就 是 A 的 不 变 因 子 . 
уд (L: УА ПЦ 777 y L m ЕН ar А 19 лу Lh МЕД — АЧ nti д Ln 11 
IA W WPH J ТЕ — T 事实 : 如 果 两 - | |н) 2 АУ 27% ВЕ 9 TH IHJ 


的 初等 因子 , 则 它们 就 有 相同 的 不 变 因 子 ,因而 它们 相似 .反之 ， 


mV А /.—= rak. t Б. — A , fye a —. . rt — rrot =т= 3. fr 


如 
采 两 个 矩阵 相似 , 则 它们 有 相同 的 不 变 因子 ,因而 它们 有 相同 的 初 
等 因子 . 


综 上 所 述 , 即 得 : 


кыо шл Л £S Жүл [Z +R Лу nh Z< ZY. иу, ин Ае //L Et >> Др 
IEO РУ | PX Z< %X A P+ Аз < Жу IT ЖЄ С, 


Эту м БӘ] < ЖП Ж ЯЕ ВН = ЖЕ. ЕБ ШЕ ñH ЖН fp] Жл Е АН EL 31 ЕН = 

VJ JJ Ri ж с у RPAC AGIT HJ (TH MM ILIA =E ° | A LJ "J A jJ 
的 求法 与 不 变 因 子 的 求法 比较 ,反而 方便 一 些 
єє Z= A. Z ү Y Ë: п A НА ЛТ н 0 e> т=н A yp 254 HH -£ — A тш Р па 
к ЕЛ Н а ЖАУ UJ РИЯ J HJ Л) ІА — НЧ , JU ЛУ Vü '71 А 4 ДУА JA H3J 
最 大 公 因 式 的 一 个 性 质 : . 

tn ЕН Æ Ym D r \ r / s \ ер = / \ / у \ = 33 ым! 

АНЯ DORAIN Ју КА), Јо КАЛАР У 81 47, 62 AI LR, 24 
САСА а, (А) Љ CA Dga СА) = САТСА), СА) Са (А), ga (A) 
L ГУЛА 7 /A / /a 35N J /a J `y Nl 7⁄ > À 
JaN AJIT алҳАЈ» (g, A), 22 Q 77 一 = 4,{А). 显然 ‚4,(л)14(А), 
4, (А) 1а(А). НРС, (А), gi (А)) = 1, #& (4, (А), 4,(А)) = 1,8 


而 d1(4)d(4)1d(4). 田 一 方面 ,由 于 adal) fA (А), (А), А 
d(4)= f(a)g(4), 其 中 -f(A)| fi1(4),g(4)1.g1(4). 由 于 
(Р. (А), 2: (А)) = 1, (fA), g (А)) =1. Н (А) Р СА) в, (А) 
又 得 РКА) СА), АКА) А, (А). В 2 (А) 14, (А). ТИ 
4(2)14,(А)4, (А). Ржа(л) =а4,(2)а, (А). | 


51:2 1 
AG) |  (A)g (à) 0 | 
| 0 е (ау. (д)! 
l. У ЈА 524402) 
ворс 20260) 0 | 
| O fi ga)) 
ПЕ Р (A). ADRE ç (А). о. (2) 5. Ш A (А) 
Л 27 TANEN Ji\ э Ј2 р HF у S&l N 7562. 4 7 — 2 у Z ÀN А) 
BASH 
sT HA AD £n A) 有 相同 的 二 级 行列 式 因 子 Tr 
, A) A TH IHJ HJ — X 412) A N J. Ш 


ри ; (A)g,(A2),f, (A )g,(A)) 
d (4)= Р, (А) а, (А), f, (А) е, (А)). 


гі N£ 7 yJ 1 NC / S 2 


由 上 面 的 讨论 知道 Е ,а( OA I (4) 是 相等 的 ,因而 A(4) 和 B(A) 


t6 H — 2⁄4 е1 > ЕН 2 БЕ! A / у RI ю/ \ А000. В 
WSR 41H FJ HY ЛТУЧТМРЧ У.Т ЕКА ALAJA DAJTI. 


下 面 的 定理 给 了 我 们 一 个 求 初等 因子 的 方法 , 它 不 必 事 先知 
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8 АЕН. 


道 不 变 因 
定理 9 首先 用 初等 变换 化 特征 矩阵 AE - A 为 对 角形 式 , 然 


F i£ + Zi £h ZË L. hh E A ir Tr — Ei =l ah _. y> ER > E ñij SE Z! 
ла T АУ АУ ERL НУЛЬ Aš 7) hf JX, Ч. ЛУ TH J Hy МА ны, ЖЕНУ ЖЛ, 


h № DÈN 了 mA m — 


的 全 部 初等 因子 . 
证 明 设 4E 一 A 已 用 初等 变换 化 为 对 角形 
(h (3) | \ 
LINAJ 
Nn/ h,(À) 
АРАЛ Ј 9 
| о) 
其 中 每 个 h (4) 的 最 高 项 系数 都 为 1. 将 h,(4) 分 解 成 互 不 相同 的 
= ЖИН: ü ` 


h (A)= (А) (A = A) A 
(i=1,2, n). 

RN R ТЕ ЖОНЕ BH BJ Е, А + A АН A — {К IN R Jy Ж 
(А-А, ) о, (А-А, ) 5,6, (А-А) (31,2, 6 т) Рр(А) 
主 对 角 线 上 按 递 升 暴 次 排列 后 ,得 到 的 新 对 角 和 矩阵 D (А) 5 
D (4 ) 等 价 .此 时 D (4 ) 就 是 АЕ- A 的 标准 形 而 且 所 有 不 为 1 的 
(А-А,) ЖА 的 全 部 初等 因子 . 

为 方便 起 见 , 先 对 А-А, 的 方 容 进 行 讨论 . 令 

в: (А) = (А-А) (А Аз) (А А,), i=1,2,,n, 
于 是 

һҺ;,(А)=(А—А,) g; (4), ¿=1,2,- n, 
ПН SEA (А—А,) "#65 е, (А) (3 =1,2,:--, п) = Ж. ШНА 
的 一 对 指数 k. > А, 则 在 D (2) PH (A -a)n 5 (a — 


1+1,1 5 


Ау) зал 对调 位 置 ,而 其 余 因 式 保持 不 动 .根据 引 理 ， 


f 7 、 — ` N Ё. f x ` N ` 
VATA 8;\A) U 
0 (3—3 Yk. =>. (23) 
L v N A ^17 &i+t1 ^7) 


W 
+. 
Q, 


| ) 0 | 
Я | ü | 0 . CEFO aa) 
等 价 :从 而 D(a) 58048 36 B К | 


(АА) гр, (А) 


(А А) g; (А) 
(A= A) ig. (Q) 


| .] 
x | 
| | 
| ча, | 
Ee ны, 


А-А, 作 同 样 处 理 ， 最 后 便 得 到 与 D(A) 等 价 的 对 
它 的 主 对 角 线 上 所 含 每 个 相同 的 一 次 因 式 的 方 


` 


А), 
PE Е Е ЕЕК НЕ НУ. | 
56 若 尔 当 (Jordan) 标 准 形 的 理论 推导 


我 们 用 初等 因子 的 理论 来 解决 知 尔 ЗИ 的 计算 问题 . 首 


先 计 算 知 尔 当 标准 形 的 初等 因子 . 
不 难 算 出 硬 尔 当 块 
fao 0 0 0) 
1 А о O 
Ju=|0 1 0 0 
个 N 1 | 


| 
的 初等 因子 是 (1 一 和 )” 


v J `J ч J А #x 0 7 . 


实 上 ,考虑 它 的 特征 矩阵 
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© 

© 

(> 
一 


зә |у рг |—(.3 — ) Y е EL ав 了 2 II -= ЕЧ + 
МЁ 0 | АЕ Ру | VAT A0 7 EDLAE AK, „уу HY п ZX1J 7 3A ЕЧ J 
由 于 4AE - J. 8—+ n -1 级 子 式 是 
| _ 4 í` — `) n n | 
1 AT Ao U U 
0 -1 0 0 
: : : : =(-1)7}, 
0 0 -1 А-А, 
| 0 0 … 0 -1 | 


所 以 它 的 n 一 1 级 行列 式 因 子 是 1, 从 而 它 以 下 各 级 的 行列 式 因子 
全 是 1. 因 此 , 它 的 不 变 因 子 


一 HJ УМ — 4 1 / 
Gq АЈ — — G. - A NAJ 1 6 G, AN 


ИНИН, АЕ J, КИТА" A)". 


H. 
设 


S 


s 
N 
W.. 


7 


是 一 个 若 尔 当 形 矩 阵 , 其 中 


(А; 0 0 0) 
1 А 0 0 | 
r |n 1 na mi (;—1 2? ... <) 
J i; U 1 U U N £ у=) 39/7. 
m n: 4 a | 
LUU U 1 Aik xk 


ge—  - T-Op 


ті 


等 价 .于 是 


(А-А, )” 


(А-А, )“ 


| 
| 
x 
| 
x 
| 


等 价 .因此 ,J 的 全 部 初等 因子 是 : 


(A = A1)", (AA) 


(A — 2). 


© 
сеу 


部 若 尔 当 块 的 初等 因子 构成 的 rH + #£&t Z< Ë д Y +h = A 2 TZ ñq ZÉ, 
FPA 2qY — ZNxN HJ DJS у TRNA ° HI J D> I AA 2 — ZN ZL — СА GHI Z, 
п УХЕ ЕА, 所 刻 划 ,而 这 两 个 数 都 反映 在 它 的 初等 
rrt — / Nn r, PE SE /— МА LL, dyb а hh уте Ae FT O na yh > LaL 
ANIT UA T Ao) T. AN, tg Zç JA b HYY SFANT PESKE. ШЧ Д 
可 见 , 若 尔 当 形 矩 阵 除 去 其 中 若 尔 当 块 排列 的 次 序 外 被 它 的 初等 
因子 唯一 决定 
"еш 1л 每 个 | Zú Gn E Жүл к А R E; AKE А МАТ ЖЕ; с +H 
E 10 ЕТ n ARAE А MIA AR Si E КЕЛН 
(EL, ka SE AE RE a ЖИПТЕ R A AKE AE E 
A 唯一 决定 的 > Tir A 
А "E WAH НУ, 已 称 为 А 的 知 尔 当 标准 形 


证 明 设 ”级 矩阵 4 的 初等 因子 为 
(à =à)", (A= àa), (A A) (1) 
(ЕФ А, ,4,,…,4, 可 能 有 相同 的 ,指数 ,&,,…,k, 也 可 能 有 相 
同 的 ) .每 一 个 初等 因子 (1 一 4,)* 对 应 于 一 个 车 尔 当 块 


| ; 0 - 0 0 ) 
| 1 А, 0 0 | 
Е 1 0 | (i=1,2,.…,s) 
| 0 … 1 А), 
” | 
- Ј, 
J = 
\ J.) 


根据 以 上 的 计算 ,J 的 初等 因子 也 是 (1). 因 为 了 与 4 有 相同 的 初 


等 因子 ,所 以 它们 相似 . 


例 1 在 $5 的 例 中 ,12 级 矩阵 的 车 尔 当 标准 形 就 是 
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U 


首先 求 AE -A 的 初等 因子 : 


AE - A= 


ша 


= 


kama, 


— J 


— 4? +31 一 2 


(1 0 0 | 
>|0 2-1 0 
0” 0 (А-1)? 
因此 ,A 的 初等 因子 是 4 -1,(4 -1)? ,4 的 若 尔 当 标准 形 是 
1 0 0 
010. 
0 1 1) 


定理 10 换 成 线性 变换 的 语言 来 说 就 是 : 
定理 11 “ЖЯ. n 维 线 性 空间 V MARERE, 在 


证 明 在 V PERAH s 8,…,s,, 设 必 在 这 组 基 下 的 
矩阵 是 4 .由 定理 10, 存 在 可 逆 和 矩阵 TT, 使 T” AT RE REE 
阵 . 于 是 在 由 


(9 ,0 N= 8, 6, 8, )T 
确定 的 基 Moton, 下 ,线性 变换 v HERRE T AT. H £ 


JH 10 ,唯一 性 是 显然 的 . | 
应 该 指出 , 若 尔 当 形 矩 阵 包 括 对 角 和 矩阵 作为 特殊 情形 , 那 就 是 


由 一 级 者 尔 当 块 构成 的 车 尔 当 形 矩 阵 , 由 此 即 得 


定理 12 ”复数 矩阵 A 与 对 角 和 矩阵 相 似 的 充分 必要 条 件 是 


AL = x EPF A AI ла егт ЛЫ H /4 22 > ЯХ | 


OSATA Ri. A 


НН EY ¿A 5 + 
ИС Ну Ен FAAA. 


根据 震 尔 当 形 的 作法 ,可 以 看 出 矩阵 A 的 最 小 多 项 式 就 是 A 
的 最 后 一 个 不 变 因子 d,, (х). Н 


В : 
тш 42 БАБЕ А E y+ £t KE [EE ЕН Ini ВА 2 ZY. лу, BE де ЕН. 
AG = 1J © XA М PT Zx J AJ др A PT 个 A= 


的 不 变 因子 都 没有 重 根 . | 


昌 然 我 们 证 明了 每 个 复数 矩阵 A 都 与 一 个 若 尔 当 形 和 矩阵 相 
— ¿Ç KL. "7J J ГА к^ 4Һ нг у Р m Av — лу A TT “IH 
似 , 并 且 有 了 具体 求 矩 阵 A 的 知 尔 当 标准 形 的 方法 ,但 是 并 没有 
uk 311 +: Er тє e ` мї лс Z: m rm am e +L А NL L vh- TZ hh `1 BE m 
< EY HTH W АЕ У 0 AE PT 1,16 4 А IKA Z —-I1TAP IE JE АУН) 5. 1 
的 确定 牵涉 到 比较 复杂 的 计算 问题 ,在 这 里 就 不 讨论 了 . 
最 后 指出 ,如果 我 们 规定 上 三 角形 矩阵 

区 1 0 0 0 | 

| 0 A 1 0 0 | 

0 0 O ào 1 

0 0 0 = 0 2) 


为 若 尔 当 块 , 应 用 完全 类 似 的 方法 ,可 以 证 明 相 应 于 定理 10, 定 理 
11 的 结论 也 成 立 . 


$7 惩 阵 的 有 理 标 准 形 


前 一 节 中 证 明了 复数 域 上 任 一 矩阵 A 可 相似 于 一 个 若 尔 当 
形 和 矩阵 .这 一 节 将 对 任意 数 域 已 来 讨论 类 似 的 问题 .我 们 证 明了 
P 上 任 一 矩阵 必 相 似 于 一 个 有 理 标 准 形 矩阵 . 

定义 8 对 数 域 上 的 一 个 多 项 式 

d(A)=A ta А+. +a, 


ЖЖ | 
(0 O 0 —a, | 
1 0 0 а„-\ 
А = 0 1 0 GQ, - 32 (1) 
| ~。 | 
(0 0 1 -a, | 
Уу ym (а УЗА Pk 4 ge 
LIDDY ZS >N АМА / HJ IT IH FT ° 
容易 验证 ,4 的 不 变 因 子 ( 即 AE- А 的 不 变 因 子 ) 是 


1 1... 1 
+з Ху „у 


nn 一 1 个 


定义 9 下 列 准 对 角 和 矩阵 
(А! | 
o А, | ‚. 
А | (2) 
| A, | 
其 中 А; 分 别 是 数 域 P 上 某 些 多 项 式 d& (A)(i=1,2,:: , s) ЮРА 
阵 , 且 满足 d1(4)|d,(4)|…|d.(4), 就 A 称 为 P 上 的 一 个 有 理 
标准 形 和 矩阵 . 


引 理 (2) 中 和 矩阵 4 的 不 变 因 子 为 1,1,…,1,d,(4)， 
JA YAN J (Yt ҤНҤ їн 1 ñ AIT W A Gf— J /3) IN J (x 
UIAJ’ и: NA J y| 2S T 1 НЈ | Ау J ул), Лл), IUa; AJ’ 
的 次 数 之 入 n 减 去 s 
ШЕ ВЯ 
ЛЕ, А, | 
ЛЕ, – А, 
AE - А = 
| | 
| ДЕ, – А,) 
由 于 每 个 ME, - А, 的 不 变 因子 为 1,… ,1,d;(4) , 故 可 用 初等 变换 


把 它 变 成 
1 
КО 


| ИЯ 


进而 用 初等 变换 将 AE — А 变 成 


ә 


Ü 
Сл 


d, (À) 


= 
j 


=“ 


— 


= 
S a 
t 


| о) 


由 于 4,(Л)\4„(ОЛ)1\--|4,(А),® Ж AE- A 的 标准 形 ,1,1,…,1， 
d1(4),d,(4),…,d.(4) 是 它 的 不 变 因 子 . 


< “че W vv 


定理 14 数 域 P 上 nxXxn 方 阵 A ЖР 上 相似 于 唯一 的 一 个 


p= 
Н ЕТУШЕ ЛУ. Tj 79 A UIR IENEI. 


ШЕН 设 A 的 (AE 一 和 ËJ) ЖН 1,11, .1,d, (А), 
d, (à), = d (А), E h d (4),а, (А), =, d. (А) Z1, H 1 


LA 


. 2 . 
II4 ° 


А-у — J (33 ... 4 (3 65 Y jr пБ + „ JY. (з Bb E IE ОЕ 
HJ | XA “1 АЛУ ° C€ ç; (T /N J HJ ИУ ДА Cw Ih YN Д о, к G; V / J HJ lI ATT 
是 В, , 则 作 

В, 
t 
В, 
В = | > | 
| | 11 
L В, J 


如 引 理 所 述 ,B 的 不 变 因子 与 4 的 不 变 因子 完全 相同 ,, 故 В 相似 
于 A4, 即 B 是 A 的 有 理 标准 形 . 

X B 是 由 A 的 不 变 因 子 唯一 决定 的 , 故 B H A 唯一 决定 .上 

把 定理 14 的 结论 变 成 线性 变换 形式 的 结论 就 成 为 

定理 15 设 ww 是 数 域 P En 维 线性 空间 的 线性 变换 , 则 在 
V 中 存在 一 组 基 , 使 x 在 该 基 下 的 矩阵 是 有 理 标 准 形 , 并 且 这 个 
有 理 标准 形 由 x 唯一 决定 , 称 为 x 的 有 理 标准 形 . 

例 设 3x3 和 矩阵 A 的 初等 因子 为 (4 一 1)” ,4 一 1, 则 它 的 不 
变 因 子 是 1,(4 一 1),(4 一 1) , 它 的 有 理 标准 形 为 


ло o 
0 0 -1| 
б 1-2) 
) Kx 


A 3А 
J 1+A2 д? — 4?) 
( 0 0 0 à?) 
(a? +a 0 0 |] | | 
0 0 4°-А 0 

3) 0 А 0 4) О 
| 0 0 (A+1)2) | Ü (А—1) Ü O| 
la? -a 0 0 0 J 
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A+] 
0 
0 
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= 
= p= 


+ a,- À + а, · 


„1, f(A), Ж f(A)= 2" ta А" ++ 


的 不 变 因子 是 1,1,… 


4. R A 是 数 域 P 上 一 个 n xz 矩阵 ,证 明 4 与 4 相似. 


5. 设 


Ж A’. 


ГМ 


се) 


© 
=à 
==. 
© 
© 
—/ 


0 0 1 0 0 
14) : : 

0 0 0 0 | 

1 0 0 о о) 


7. 把 习题 6 中 各 和 矩阵 看 成 有 理 数 域 上 和 矩阵 , 试 写 出 它们 的 有 理 标 准 形 . 


补 % 题 


1. ХЕ п 级 线性 空间 V 上 的 线性 变换 

(1) # x 在 V 的 某 基 下 矩阵 A 是 某 多 项 式 d(4) 的 伴侣 阵 , 则 之 的 最 小 
多 项 式 是 4(4). 

(2) 设 x 的 最 高 次 的 不 变 因 子 是 4a(4), 则 wx 的 最 小 多 项 式 是 d(4). 


U 
С 
Oo 


SAE BEBE: 


$1 定义 与 基本 性 质 

在 线性 空间 中 ,向 量 之 间 的 基本 运算 只 有 加 法 与 数量 乘法 , 统 
称 为 线性 运算 .如 果 我 们 以 几何 空间 中 的 向 量 作为 线性 空间 理论 
的 一 个 具体 模型 ,那么 就 会 发 现 向 量 的 度量 性 质 ,如 长 度 、 夹 角 等 ， 
在 线性 空间 的 理论 中 没有 得 到 反映 .但 是 向 量 的 度量 性 质 在 许多 
问题 中 (其 中 包括 几何 问题 ) 有 着 特殊 的 地 位 ,因此 有 必要 引入 度 
量 的 概念 . 

在 解析 几何 中 我 们 看 到 ,向 量 的 长 度 与 夹 角 等 度量 性 质 都 可 
以 通过 向 量 的 内 积 来 表示 ,而 且 向 量 的 内 积 有 明显 的 代数 性 质 .所 
以 在 抽象 的 讨论 中 ,我 们 取 内 积 作为 基本 的 概念 . 

定义 1 设 ужин E- REEN, 在 V EÆXT— 


e eoe 6 ө ө ө ө өз ө G ө ө eee r ө ө ө ө о ë ө 


1) (a, =Q. аў; 
2) (ka,ß)=k(a,ß); 
3) (a +В, y)=(a,y)+(B,Y); 
4) (а,а)20, 48154 a =0 f(a, а) = 0. 
这 里 Qa, 了,Y 是 V 中 任意 的 向 量 ， & 是 任意 实数 ,这 样 的 线性 空间 


在 哆 几时 得 空间 的 定义 中 ,对 它 作为 线性 空间 的 维 数 并 无 
求 ,可 以 是 有 限 维 的 ,也 可 以 是 无 限 维 的 . 
几何 空间 中 辐 量 的 内 积 显 然 适 合 和 定义 中 列举 的 性 质 , 所 以 几 
何 空间 中 向 量 的 全 体 构成 一 个 欧 几 里 得 空间 . 
. 359 · 


т 
иц V3 VJ J 
例 1 在 线性 空间 R' 中 ,对 于 回 量 
— f., N mm- / 1 1 I у \ 
а= üa, 02， А ,a,), B= (b, ,b, x, 0,175 
定义 内 积 
(G,B)=a b +а, 6, +t +а,Б,. (1) 
ба \ У A. > M rL, ЛА Æ ГА. ум ah {> э}. A L rt 
显然 ， 内 积 (1) 适 合 定 义 中 的 条 件 ,这 样 ,R" IA АХ 7) АЛО. 


里 得 空间 .以 后 仍 用 R" 来 表示 这 个 欧 几 里 得 空间 . 

在 n=3 时 ， (1) 式 就 是 几何 空间 中 向 量 的 内 积 在 直角 坐标 系 
中 的 坐标 表达 式 . 

例 2 在 闭 区 间 [a,65] 上 的 所 有 实 连 续 函 数 所 成 的 空间 
Cla, b) P, IFRA fC), g(r) EXNER 


(f,g) = WORO (2) 
定 积分 的 性 质 不 难 证 明 ， 对 于 内 积 (2),C(a ,5) 构 成 一 欧 几 里 


d E 


ш] 


nl 


同样 地 ,线性 空间 Rix], R[x], 对 于 内 积 (2) 也 构成 欧 几 里 
得 空间 . 

下 面 来 看 欧 几 里 得 空间 的 一 些 基 本 性 质 、 

首先 ,定义 中 条 件 1) 表 明 内 积 是 对 称 的 .因此 ,与 2),3) 相 当 
地 就 有 

2) (a,kb)=(kB,a)=k(B,a)=k(a,ß). 

3°) (a,B+7)=(P+y,a)=(P,a)+(y,a) · 

| =(а,В)+(е@,у). 

由 条 件 4), 有 (a,a) 尖 0. 所 以 对 于 任意 的 向 量 а, (а,ш) 

是 有 意义 的 . 在 几何 空间 中 ,向 量 a 的 长 度 为 /Ca,a). 类 似 地 ， 


D n TA П 4 al 
IXI JEZ АХ Ну PA JU = {9 25 | Ву т 91: 


(3) 
(4) 


т^ 
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auchy-DyHAKOBCKH 


/ 
N 


[kal =12111, 
|(a,p)|<lallpl: 
BARE. 


长 度 为 工 的 向 量 称 为 单位 向 量 . 如 果 a40, Н (3), j E 


以 下 设 B 关 0. 令 二 是 一 个 
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15 
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“лу 


(«,В) 

; С В.В) 
代入 (6) 式 ,得 

(a. J_ (a, BY ~o 

об (jp) 
Вр 

(a,b) <(a;a)(B,D). 
两 边 开 方 便 得 | i 

(a, EPI 


当 a, P 线性 相关 时 ， 等 号 显然 成 立 . 反 过 来 ， 如 果 等 号 成 立 ， 由 以 
上 证 明 过 程 可 以 看 出 ,或 者 8 = 0 ,或 者 | 
_(G,B), _ À 
(p.p) ” 
PRAX ap AERX. I 
合 具体 例子 来 看 一 下 这 个 不 等 式 是 很 有 意思 的 .对 于 例 1 
的 空间 R" ,(5) 式 就 是 


laibit+ab,+.…+a,b, | 


> 2 7 2 
«Ма + а; + + аб tb + +b 
Уу IA э WO A LA (cA P В: 
AJ JJ Н ругу VNG ÜU J y N /JJ NU 人 


| А) а(х) (Саа | (Га (z)az) , 
| Ја | \Ја | \Ja / 
以 上 这 两 个 不 等 式 都 是 历史 上 著名 的 不 等 式 . 
定义 3 非 零 向量 @,p ps 8 规定 为 
(а, В) = arccos ~ а.В) O< (а, В)<т. 


aliĝi 
根据 柯 西 — 布 涅 柯 夫 斯 基 不 等 式 ,我 们 有 三 角形 不 等 式 
|«+В|<]е@| +В]. (7) 
因为 


[e+p =(a+B,a+ В) 


一 (> ~ +o2(w RY+(R в) |212 +7212 1181-1812 
VE ш\л, AP HAI ерү ` IJ! 
_ 2 
=(|la|+|p|)’. 
Ep 
ІТ КА | 
а+ В < 1а +1В1. 
— by д brn EH h ЕЗ. m be г YE 人 НП 
ХЕ < Ф WRA G ,p HJVJ AS J , Бр 
{ е Ф Ф ° | Ф е e 
(a,B)=0 


显然 ,这 里 正 交 的 定义 与 解析 几何 中 对 于 正 交 的 说 法 是 一 至 


ес — ка Ld J ча VF 


的 .两 个 非 零 向 量 正 交 的 充分 必要 条 件 是 它们 的 夹 角 为 二 


由 定义 立即 看 出 ,只 有 零 向 量 才 与 自己 正 交 . 
在 欧 几 里 得 空间 中 同样 有 勾 股 定理 , 即 当 а, В 正 交 时 ， 


la+pl = [01+ 181°. 


事实 上 ， 
la+pl*=(a+p,a+p)= (0,0)+(p, p= lal 1р1. 
不 难 把 勾 股 定理 推广 到 多 个 向 量 的 情形 , 即 如 果 向 量 cl ,az ,…， 
а„ 两 两 正 交 ,那么 
| .~ a .1 {2 — | |2 | 12 , | 12 
|б,тб@,т + @„| | @, 1651 T° T |On 


ші 


在 以 上 的 讨论 中 ,我 们 对 空间 


ot WT 


开始 ,我 们 假定 空间 是 有 限 维 的 .. 


设 V 是 一 个 n 维 欧 几 里 得 空间 ， 


=н N ыс 


g, ,对 V 中 任意 两 个 向 量 
а= LE, T Х,&,+°°° + LE, 


P= ye +у6 t ° + у„&„, 


| | | 
的 维 数 没有 作 任 何 限制 .从 现在 
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显然 


(а,В) = >) Ула. 0) 


+I Н АБ RE / BRARD Е р ` ~ 
тл PIA AAI AA k 


(a;b) = XAY, (10) 


[жү] (у, 
+, Уэ 
Х = ,Y= | { 
НИН; 
УНИН __ о АА а L— R АЧ: m 
л) а, В HEER , ПО ВЕ 
А = (а,;),, 
称 为 基 є, ,sg; ,…,8, 的 度量 矩阵 .上 面 的 讨论 表明 ,在 知道 了 一 组 
基 的 度量 和 矩阵 之 后 ,任意 两 个 器 量 的 内 积 就 可 以 通过 坐标 按 (9) 或 
(10) 来 计算 ， 因而 度量 答 阵 完全 确定 了 内 积 . : 
у» ... n. 是 空间 V 外 一 组 其 ТЕН р. е. 
< 1, 9 N2, 9 sn 人 i Л 2221 -UL y P FI D] 93023 „©, 
到 msm,” эл, 的 过 渡 和 矩阵 为 C , Вр 
( sss = 一 (~ x ae N\A 
(m T; sa) (81. .8,, E)E. 
于 是 不 难 算出 , 基 nom, on, 的 度量 矩阵 
B=(b,)= (m ,n )= С АС. (11) 


这 就 是 说 ,不 同 基 的 度量 矩阵 是 合同 的 (习题 11) 
根据 条 件 4) ,对 于 非 零 向 量 а, Вр 
[9] 
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Lo 


ЖУ, 
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(a,a)= XAX>0, 


FU LL rE EL лк B 7T ez hh ， м. 
РС, BE BL AE PFE IFE ВЈ. 7, 
反之 ,给 定 一 个 2 RE. EEA Жп 维 实 线 性 空间 V 的 一 组 
Ж 81 ,8,，… ,6, .可 以 规定 VV 上 内 积 ,使 它 成 为 欧 几 里 得 空间 ,并 
HH o ec F Et А5 [£ h А 
LAE 63023 ›©„ HJ J SE М PT Z7 га . 
欧 几 里 得 空间 的 子 空间 在 所 定义 的 内 积 之 下 显然 也 是 一 个 欧 
几 里 得 空间 . 


欧 几 里 得 空间 以 下 简称 为 欧 氏 空间 . 
52 标准 正 交 基 :  . 


定义 5 欧 氏 空间 V 中 一 组 非 零 的 向 量 ,如 果 它 们 两 两 正 
交 , 就 称 为 一 正 交 向 量 组 ， | 


e e G © ө â o o â o oʻ’ 
AA 1. дарэ „2. ЕЗ. £. 2. 


应 该 指出 , 按 定 义 , 由 单个 非 零 向 量 所 成 的 向 量 组 1 
EH. 当然 ,以 下 讨论 的 正 交 向 量 组 都 是 非 空 的 . 
不 难 证 明 ， 正 交 癌 量 组 是 线性 无 关 的 ， 事实 上 , 设 正 交 癌 量 组 
ai ,aa a, 有 一 一 线性 关系 
ka, tk- Cd 二 T…+ARC = 0. 
用 a, 与 等 式 两 边 作 内 积 , 即 得 
)= 0. 
有 (@,,@,)>0, 从 而 有 ,=0(i=1,2,… 


wi л y ДУМ hi Ri 


k. (G. ,а, 
H a, 天 0 


1 


G, G,, ,0, 是 线性 无 关 的 . 
这 个 结果 说 明 ,在 n 维 欧 氏 空间 中 ,两 两 正 交 的 非 零 向 量 79 
在 平面 F +b 


э ” “r . 


能 超过 ”个 .这 个 事实 的 几何 意义 是 清楚 的 .例如 ,在 平面 上 找 不 
到 三 个 两 两 垂直 的 非 零 向 量 ;在 空间 中 , 找 不 到 四 个 两 两 垂直 的 非 
Æ ra EL 
А19 н. 


从 解析 几何 中 看 到 ,直角 坐标 系 在 图 形 度量 性 质 的 讨论 中 有 
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显然 1\0 = A. Э T: r L— T 2=< НЕ ñi JL. FE W nTM __. + У, i= 
显然 ,(1) 式 完全 刻画 J ТТЕ IL Æ HJ ТЕШ. IK HJ MA VL, 组 基 为 标 


e “ө oe ee ee G G G ee ee ee GG ө ө ee ө ө ө ө ee GG ee е 
ЕЗ — r> LE ва Z= H: — — 


矩阵 是 正定 的 ， 根据 第 五 章 关于 正定 二 次 型 的 结果 ,正定 矩阵 合同 
于 单位 矩阵 .这 说 明 在 п 维 欧 氏 空间 中 存在 一 组 基 , 它 的 度量 甜 
阵 是 单位 矩阵 . НИЕ, ТЕ п 维 欧 氏 空间 中 ， 标准 正 交 基 是 
存在 的 . 

在 标准 正 交 基 下 ， 回 量 的 坐标 可 以 通过 内 积 简单 地 表示 出 来 ， 


уш 
T3 


a=(£,,@)Ee, + (ë, ,@G)g,+-- +(E,,@)E,. (2) 


«= L E + X>, 8, + + х,Е,. 
用 s, 与 等 式 两 边 作 内 积 , 即 得 
=(g,,@) (i=1,2,.…,n). 
在 标准 正 交 基 下 ,内 积 有 特别 简单 的 表达 式 . 设 


@ = LE, + X>, 8, ,++ rE,, 


B= у, &, t у, +: + уе, 


ж: 

(а, ,有 ) = =, У! + х,у ++ m y, = X Y. (3) 
这 个 表达 式 正 是 几何 中 向 量 的 内 积 在 直角 坐标 系 中 坐标 表达 式 的 
Ht r~ 
JÆ; . 


应 该 指出 ,内 积 的 表达 式 (3), 对 于 任 一 组 标准 正 交 基 都 是 一 
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° 300 


TT HJ - д. дуо WU '73 ХРА. HJ У тр и. ° PAIN ILIR у HJ > 
位 .在 下 一 节 , 这 一 点 将 得 到 进一步 的 说 明 . | 

T rë: EEIN lk ZL A. ri EN hh xi ЗУЛ £= УВ T zx НЕ Ah <Ë + 

F HI35 J JT RH H FJ) S 的 特点 来 yy 论 标准 正 交 基 的 求法 . 

定理 1 维 欧 氏 空间 中 任 一 个 正 交 向 量 组 都 能 扩充 成 一 组 
аа ° 0 ° ° ө ° ° ° е в е ө ө в e ° ° ° е е 
E Æ 

证 明 设 ci ,a;,…,w。 是 一 正 交 向 量 组 ,我 们 对 -和 fE 
数学 归纳 法 

Мм NHt 一 = ЕБ _ 2Ha TREHET 

gnn mi U AJ U1], , ®„ ЛУЫ ХЕ 0 1IL X< ZE J 


B... В, ,使 得 
а, ,G., ` G, Ü f... В, 
成 为 一 组 正 交 基 . 
现在 来 看 n - m =k +1 的 情形 . Н т <а, 所 以 一 定 有 问 
Е В ХВЕ а, ,a,,… ,a 线性 表 出 , 作 回 量 


@,. = B —k,G, — k,G@, — — koan. 
这 里 k, skaists Rm 是 待定 的 系数 .用 @; 与 g，,; 作 内 积 , 得 
(> ~ Y<-/n — AO Lfs ZX Y Еа о. À 
И; ti VP 6; 7 K; N G; G; J V 2 1,2 9 //t 7 


d} 


(a.a ,,)=0 (i1=1,2,.…,m). 


5 > * 


H В 的 选择 可 知 ， a, 1 天 0. 因此 OO," а, ,а@ в„.1®— 1E Ж [р] 


ыч L i Zeb м. 


量 组 ,根据 归纳 法 假定 ,gl ‚0,6, Ona HJ УД SK — IF 3 


MAIER ,定理 的 证 明 实 际 上 也 就 给 出 了 一 个 具体 的 扩充 正 


#х гл EL 4н Аа 5 Tin 果 我 们 从 任 一 个 非 零 向 量 出 发 EET НН rh Ah ЈЕ. 
А10) E HIJA A. AH 28 +Q 1l ANIL ЧРА 19 E ш 26,34 ULNAR T HJ 


又 逐个 地 扩充 ,最 后 就 得 到 一 组 正 交 基 . 再 单位 化 ,就 得 到 一 组 标 


”367 > 


П" 


Кө ATTE ° 


在 求 欧 氏 空 间 的 正 交 基 时 ， 党 党 是 已 经 有 了 空间 的 一 ж. 对 


Yy +h БЕШ — TK rz АН 23 ЕН 
ATT IHJ Hj I! AHIA., 


定理 2 对 于 n 维 欧 针 空 间 中 任意 一 组 大 s ,5,，…,5, ,者 
可 以 找到 一 组 标准 正 交 基 т, т, n, ,使 


+. 
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Г ЕГІ еее a \ z= 1 Dp езе ав 
11. › 3] 1]; 2,1 1,2, ‚л. 


证 明 Weee, 是 一 组 基 我 们 来 逐个 地 求 出 向 量 
人 ， 人 2 ，…， 人 了，. 


T ls > az е МТ 
L: \ G1 3023 ‚©; / ` 


首先 ,可 取 n, = -sg, .一般 地 ,假定 已 经 求 


ГЕ] Ж Hb, {Б 
T. ,它们 是 单位 正 交 的 ,具有 性 质 

1,(&,,&›,°°*,&) = L(m ,n l ,DN;),i=1,2,.…,m. 
下 一 步 求 P+1. 
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因为 L(g ,es,,… En ELN, N, s Nm ) ,所 以 En +. MRE 
被 momoo n, УЕЗИН. RERI 证 明 中 的 方法 , 作 向 量 


m 
= x N 
©я+1 = Em 一 2 / (Ent Ш 1]; ) ШЕ 


i=l 


Š, . 70, H („+1 , 1; ) =0,4 =1,2,,‚т 


A 
— Eti 
U PES 一 
Эл +1 
1]\,1];,°°°, Nan ‚1:1. 就 是 一 一 单位 正 交 回 量 组 . 同时 
I ( = .. e \—=— [ (зз n., - n \ 
L(g1,8,,° 98р +1 7 ХА 801 5 Ë? 5 `, Fm +1 / ° 


由 归纳 法 原理 ,定理 2 (Suk. | 


TH 一 hh HE -A> 


应 该 指出 ,定理 中 的 要 求 


就 相当 于 由 基 gg аж 1:,1,,`, HANERE 上 


定理 2 中 把 一 组 线性 无 关 的 向 量 变 成 一 单位 正 交 向 量 组 的 方 
У Z= — k +i xn —- =b ri Fr 和 性 CE :AN 人 了 
1А TL. = TI +H > WA T Т IBX ДЕ ц ТГ V OCHUnITImIGU E ЛДУ ТЕ . 

@ 把 


变 成 单位 正 交 的 向 量 组 . 
先 把 它们 正 交 化 ,得 
== 01, 1,0 0,0), 


a; P:i?) (a3 P2) 
P. сер» р an 
(444a), 
(a, В.) g (а,,В.), (а, В.) р 
В. а.в) рр) (p. B. P: 
= (1,-1,-1,1) | 
再 单位 化 ,得 


п, = . 
上 面 讨论 了 标准 正 交 基 的 求法 .由 于 标准 正 交 基 在 欧 氏 空间 


dh L Zí hk pE hn ub Z Б V. тн etA 11 __ ZH Е МЕ TU 2< O 
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组 标准 正 交 基 的 基 变 换 公 式 . 
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< Š 1,62. 1 En — 1, 29° 1, 


准 正 交 基 ,它们 之 间 的 过 渡 和 矩阵 是 A = (a), B 


а az Ain 
(Moms m) = (E E23) |, W | 
И Я 22 Cnn J 
因为 Ton sN, 是 标准 正 交 基 ,所 以 
1,4: = J, 
( i9 j) = (4) 
тп 0,34; Æj. 


Lr. А» му кч ufa =y — 


ERF A 的 各 列 就 是 Ni 2 N, EEEE ,8., ,Е„ F 
的 坐标 . 按 公式 (3),(4) 式 可 以 表示 为 
11, 当 i=j， 


aya); T+ a; a, f E pian = w 1563. (5) 
(5) 式 相 当 于 一 个 矩阵 的 等 式 
АА=Е, (6) 
或 者 
我 们 引入 : 


定义 7 п 级 实数 矩阵 4 20712 35 Е ЕЕ, Ж А А = Е. 


因此 ,以 上 分 析 表明 ， 由 标准 正 交 基 到 标准 正 交 基 的 过 渡 矩 阵 


e К ө 0 е ә 
м2. —т^ 


EE IE RE ; БЖ, hi ЯЯ АЕ {ЕТЕ 32 3Ë , IE] BJ 29 BE XE BE 
是 正 交 和 矩阵， 那么 第 二 组 基 一 定 也 是 标准 正 交 基 
最 后 我 们 指出 ,根据 逆 矩 阵 的 性 质 , 由 
А'А=Е 
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VIAE III ICIAR АА y NARE J 1] FU HU ЧАА , ЛА РУ 


我 们 来 建立 欧 氏 空间 同 构 的 概念 
定义 8 实数 域 R 上 欧 氏 空间 V 与 V 称 为 同 梅 的 ,如 果 由 
У 9] V 有 一 个 双 射 o ,满足 


1) o(a +В) = = (a) + Шш 


2) (pear ) 一 Hg) 


w] Y NNW р: е\хч=/.› 


3) (о(а), К). (&,В), 


| # RCV LC D A Ebh Et ` rob V ZH V Аа A аф Е 
IJ F ҢА 


由 定义 立即 看 出 ,如 果 о 是 欧 氏 空间 V 到 VV 的 一 个 同 构 映 
各 上 构 的 


:= 
;Dh 人 人 О ЖЕУ УЧ V ТЕЛАХ I8 HJ IR TY BA 3 - l BÚ > IHJ 


° 
y B 人 Lil hs C e> А7 А vy 


设 У 是 一 个 nn 维 欧 氏 空 间 , 在 V 中 取 一 组 标准 正 奖 基 E, 
£,，,"…,8, .在 这 组 基 下 ,V 的 每 个 向 量 c 都 可 表 成 
а= m£) + X, £, + + х„&„. 
人 R 
A 3 
с(@) = (х,,х,,`,х,)ЄЕ". 
我 们 知道 ,这 是 VAR 的 一 个 双 射 ,并 且 适 合 定 义 中 条 件 1) ,2) 
(第 六 章 $8). 上 一 节 (3) 式 说 明 ,c 也 适合 定义 中 条 件 3) ,因而 


) ， с 

是 V 到 有 的 一 个 同 构 映射 ,由 此 可 知 ,每 个 n kika 
R" 同 构 . 

下 面 来 证 明 ， 同 构 作为 欧 氏 空间 之 间 的 关系 具有 上 反 身 性 、 对 称 


БЕ E (£ FL % ¿E 每 个 欧 氏 空 s 间 到 自身 的 恒 等 映射 显然 是 一 同 构 
Е -I T< IRIE. El 70, ВАВА LN 2218) 25 A A HJ EL SF PA ЕЕ АЗУ ХЕ ы T 


射 .这 就 是 说 , 同 构 关系 是 反 身 的 .其 次 ; 设 о E V 到 V 的 一 同 


Hanh И FEIN n Yë OY: nh Bb |l +h Е А ет у rh 1 ) 与 э Y ( 2 
ТУВА AJ s IX IHJ AH IB s IZ PEA AJ о A JE п АЕ А T 1) = 2) (7ч >É 


8) ,而且 对 于 a,BEV ,有 


‹ м ур) N O VOU N AA / / yC NU AF777 
— -1 -1 
= (о (&),с (В)) 
2те Ном 1 а үг Zi Y7 nh _ он ñt ЕЧ II Li BZ Z 月 hv АЛ 
ЛЕ Ис, О ЖЕ ЕЧ v Hy IRI ТАЈ BA Яу , k HJH [F] TY N Л AZ AJ ТАУНУ. 


得 ,任意 两 个 ” 维 欧 氏 空间 都 有 
定理 3 两 个 有 限 维 欧 氏 空间 同 构 的 充分 必要 条 件 是 它们 的 


维 数 相同 . | 


在 解析 几何 中 ,我 们 有 正 交 变 换 的 概念 . 正 交 变 换 就 是 保持 点 
之 间 的 距离 不 变 的 变换 .在 一 般 的 欧 氏 空间 中 ,我 们 有 
定义 9 欧 氏 空间 Vv 的 线性 变换 .Y. 称 为 正 交 变换 ,如 果 它 保 
持 向 量 的 内 积 不 变 , 即 对 于 任意 的 a , B€ V ,都 有 
( -Ar cC N— [гт В \ 
ЫА N % ° н 
正 交 变换 可 以 从 几 个 不 同 的 方面 来 加 以 刻画 . 
Ia TH A 3 4 HBH _„ Ak >= V khh AA EL yz iZ — Ei T+ 
АЕС. x. =? < де п ДЕРД LQ TIS v HJ | ZA XIN, J] Æ | H 
四 个 命题 是 相互 等 价 的 : 
1) 以 是 正 交 变 换 ; 
2 ) 以 保持 向 量 的 长 度 不 变 ， 即 对 于 cE V, |= |а|; 


3) 如 果 £1 ,£2,° ° ' €, 是 标准 正 交 基 ， 那么 а AE, ÁE, , t, AE, 
b 是 示 准 正 交 其 . 
ATE 7 


= ү tH L. 


4) 尺 在 任 一 组 标准 正 交 基 下 的 矩阵 是 正 交 矩阵. 


ST ПА ме H yr BH 1)52 77975 
К. 73 А JU HL '7] 1 J —J ¿< )—T ` fr. 


АЛ Ж wx 是正 交 变 换 , 那 么 


. 372 


к 


两 边 开 方 即 得 


反 过 来 ， ШЖ ТҮТТҮ 
(а, чад) = (а, 
(4B, В) = (В, В B. 


9 ы 


8 
š 、 
> a 从 


(s(m +В), @+)B))=(e@ +f,G@ + В). 
ЕЗ. E ñ 4 —P- BE TF. RI ZË. 
„лола Ну F TAS ZI Pr TQ + 
(Ha, жа) + 2( ч ‚ AB) + (AP, Ap) 
_/ ур» mA Ap RN 
=(@G@,G)+2(G,B)+ (р, р). 


再 利用 前 两 个 等 式 ,就 有 
(ча, В) = (a,p). 
这 就 是 说 ,wx 是正 交 变 换 . 
再 来 证 1) 与 3) 等 价 . 


5 „ .. 是 一 组 标准 正 交 基 НП 
L< с | , 6) ‚ ° sÊ, п T T и. X. ZEZ ç sj? 
i 
(&;,&,) = |1 G 5812.0). 
Í (0, x i 
如 果 EEEH ,那么 
|1,34 ¿= 
AE; , VE, = Ere 9 1.2, °... Л ° 
( j) 0, 当 i 六 1 ,J = ) 


这 就 是 说 , wer, VE ,5 是 标准 正 交 基 . 反 过 来 ,如 果 YE， 
we, ，… AE, 是 标准 正 交 基 , 那 么 由 


а= х; + х, + =. + х,Е, 9 


21 1 22 >2 Улп 5 
Ja — 7 ИУ, УДА 
%-— 21-4 1 T Ti YE T T T, ‹46, › 
AR = A). Р ч + A. fe + + A) A. 
rF У] 9 | 7 2 “7 чә 2 2n д 5 
即 得 


( mw RY= >. = a. + ° 二 了 vy 
bandia d 1.1 222 ` “п. п 
= (жа, AP), 
rrt = 2 ЕЗ -T 2 зр +s. 
l И. Е IL. >C S 1 
最 后 来 证 3) 55 4) 等 价 
设 —— — aa 


О мо (е .. o YA 
2. %0, / (g,,8;,` 6; / 14. 


A 在 标准 交 基 €; 823° 98, РА РЕА, Вр 
Ae 
‚= Š 


如 果 AE, ,es ,… е, КЕЕ, ЖА А 可 以 看 作 由 标准 正 


交 基 Bi ,Е;, ‚в, 到 A8, , wes，…, е, 的 过 渡 矩 阵 ,因而 是 正 交 
矩阵 . 反 过 来 ， 如 果 A 是 正 交 短 阵 ， 那么 We, ,We,,… ,We, 就 是 标 
准 正 交 基 . 


这 样 ,我 们 就 证 明了 1) ,2) ,3) ,4) 的 等 价 性 .1 

因为 正 交 矩阵 是 可 逆 的 ,所 以 正 交 变 换 是 可 送 的 .由 定义 不 难 
看 出 , 正 交 变换 实际 上 就 是 一 个 欧 氏 空间 到 它 自身 的 同 构 映射 
( $ 3) ,因而 正 交 变换 的 乘积 与 正 交 变 换 的 道 变换 还 是 正 交 变换 
在 标准 正 交 基 下 , 正 交 变 换 与 正 交 和 矩阵 对 应 ,因此 , 正 交 矩 阵 的 乘 
积 与 正 交 和 矩阵 的 道 矩阵 也 是 正 交 和 矩阵 . 


bn 里 A E. TE х н [Z TR Z 中 


АА =E 
可 知 
141 =1 或 者 |A|= +1 
因此 ， 正 交 变换 的 4 了 列 式 等 于 +1 或 者 一 т 列 式 等 于 +1 的 正 交 
变换 通常 称 为 施 转 ， 或 者 称 为 第 一 类 的 ;行列 式 等 于 -1 的 正 交 变 


例如 在 网 氏 空 闻 中 任 取 二 组 标准 正 交 基 。 e e 定义 
UJ XH s BAIN L IJ J ILM NEL 和 A 人 AE 01 ЛЫ" з бр э МЕ. A 
Е = — Е, ЇЕ, = &;,1=2,,п. 
那么 ,x 就 是 一 个 第 二 类 的 正 交 变换 .从 几何 上 :看 ,这 是 一 个 镜面 
HP <N з ох Лу АЕ PF — IS HJ 1IL A < LV LI ы | 17А x ДС ХЕ | Db TU 


反射 (参看 本 章 习 题 15 ) . 


y ту 4 
° 2 / ° 


$5 了 于 空间 


我 们 来 讨论 欧 氏 空间 中 子 空间 的 正 交 关系 . 
定义 10 i V,,V, 是 欧 氏 空间 V 中 两 个 子 空间 .如 果 对 于 


则 称 У,, У, WEZH, 记 为 ， V, LV ， 一 个 向 量 e ,如 果 对 于 任意 
的 PE V. Еж 

(a 
Да 与 子 空 间 V, 正 交 , 记 为 gl V 


1 -ER r+ Et. = >> їч És — >< r: | 
因为 只 有 零 癌 量 -J e HALK: PH ADG Vi l Y: NA Y l| 


У,={0}; Ше V, a€ V, Я a= 
关于 正 交 的 子 空间 ,我 们 有 : 


кэк hi EL ГТ тї 7 V ... VW TH HE ID > 
AG 592 < АРАЛ 4 + i Vis Y25 9 Y ç PI ILLAK 
° ° 


Vatt V, Ë Ef. 


а, ъа, + +а, = 0. 
RIKER а, = 0. 事 实 上 ,用 а, 与 等 式 两 边 作 内 积 ,利用 正 交 
性 ,得 | 
(@,,a,)=0. 
从 而 а, =0(i=1,2,…,s). 这 就 是 说 ,和 
V + V,+-- + V, 
ЖА. | 


定义 11 于 空间 V, 称 为 子 空间 V, 的 一 -个 正 交 补 ， 如 果 
yv 
V, 的 正 交 补 , 那 么 V 也 是 V, 的 正 交 补 . 


‚ 375 · 


Ш WR V = 10|) ,那么 它 的 正 交 补 就 是 VV, 唯一 性 是 显 
然 的 . 设 V, 关 101. 欧 氏 空 间 的 子 空 间 在 所 定义 的 内 积 之 下 也 是 
¿YN [А 17 (У) гу ы „чуну у —.1” LL. /ZI Ne P~ HJ F j J/NM <, | L, A 
一 个 欧 氏 空间 .在 У, 中 取 一 组 正 交 基 sg ,s, ,…,sE， ,由 定 理 1, 它 
可 以 扩充 成 V 的 一 组 正 交 基 


| | Е1,Е,,°‘°, Е, Е. +у›‘‘°, Ё, . 
显然 , 子 空间 Llene ) 就 是 V, 的 正 交 补 . 
再 来 证 唯一 性 . 设 V,, У, 都 是 V, 的 正 交 补 ,于 是 


V= VV,. 

у= V,DV,. 
令 gE€EV,, 由 第 二 式 即 有 

а=а, +а;, 
其 中 а, СУ, ,а,ЄУ,. AX a La, 所 以 


= (а,,&,) = 0. 
оа, =0. 由 此 得 知 gE У, , Вр У, СУ, . 
同 理 可 证 VCV. 因此 V, = V, ,唯一 性 得 证 . 
у, 的 正 交 补 记 为 Vi- .由 定义 可 知 
Ж(У,)+ (У) = n. 


由 定理 的 证 明 还 不 难得 到 
推论 V+ 恰 由 所 有 与 V, 正 交 的 向 量 组 成 
xE HR É? #5 1 в У = rb 
HL. '7J FH э < +í ЛУ 7и NN. 
由 分 解 式 
Yy тг /TNYr | 
可 知 , V 中 任 一 向 量 e 都 可 以 唯一 地 分 解 成 
«=@,‚,+@,, 


+ ҥш ¿ CY m CYL BMR „ гы „чк бча V Lú 
IxT QT v i, G, < YI] KNJ @, JME @ T J V, ну 
Га 9 — y р 
56 实 对 称 短 阵 的 标 礁 形 
在 第 五 章 我 们 得 到 ,任意 一 个 对 称 怎 阵 都 合同 于 一 个 ЖЖ 
РЕ, АЈ, Н — AT ЕЕ С 使 
САС 


结果 可 以 加 强 uwa mmm: 


H = S Ay н 2— ° 1" HY J CA 人 EE 


对 于 任意 一 个 ”级 实 对 称 矩 阵 4 ,都 存在 一 个 п 级 正 交 矩 阵 


Т'АТ = Т АТ 
成 对 角形 


AN7 А 
° 


先 讨 论 对 称 和 矩阵 的 一 一 些 性 Є 
面 


Éq 我 们 招 它 们 上 归纳 万 下 


的 .我 í< Jl J JU G HJI AJAN | Z u 


£= | 
09 
满足 
Аё = Ao Š 
(2, | 
| 
£= |` А 
|: d 
E79 


W 
N 
N 


н = EH. Wir = Жу H| AF 一) £ 
Ix T XL; ХЕ XT; WIRDE, KAG Ao. 
考察 等 式 
E (AE)= А&=(А&)'&= (AS, 
其 左边 为 4。€€; 右 边 为 A。&. 故 
ào &6=4, Š 6. 


£ Š = Z xz, T Z, z, 十 十 元 Tu 天 0. 
故 Ao = A BB А, 是 一 个 实数 .上 
对 应 于 实 对 称 和 矩阵 4 ,在 ” 维 欧 氏 空间 R” 上 定义 一 个 线性 
变换 УЙГ: 


Yl |= A 2 (1) 
[zJ (5, 
显然 x 在 标准 正 交 基 
(1) [0] [0 | 
10 | EE 0] 
| | 0: | ‚„°°*°,&„— |, (2) 
lo) | 


下 的 矩阵 就 是 А. 
引 理 2 ША ЖИЕ, ч 的 定义 如 上 上, 则 对 任意 a, 
ER" ,有 
(а, В) = (а, В), (3) 
或 
В (Аа) =а АВ. 
只 要 证 明 后 一 等 式 就 行 了 .实际 上 


саль "фу ⁄ ` кал. J w 0 (у 


A ). І 
гу Ж £h Е ñ Ek: FL Fç nh ZJ ZË FL тр на Б 我 们 已 | 入 
=> Y AZ PT L. » J J! 


HITY IL йар ч КЕЛ, IL IN 


N eN "J лр +N А n А 4 14 “3 "9 19 А 

ik. 

жт ы жш Уллу a Zc Er y: IE 2= Ж K Bü £H [PE EL aa A 

A ZJ 8 Щщ , A'J ТУЖ TAK T Tj ПЕШ. X 2: ГО HJ M PF ZE ЗК АЧ ФРЛ Р. JH 
ЖКА Ж Ж Б Bh Sr ЖЕ РЕ, EERE NEEE 

引 理 3 L: % 是 对 称 变换 ,Vi 是 Ls- 子 空 间 , 则 У, tB JE 
97 — LX Їн! 
ос J 1 ° 


证 明 设 ee Vi+, 要 证 see Vi+, 即 wa 上 Vi. 任 取 pE 
V, A BEV, R al У, , (а, 18) =0. 
因此 
(sa ,B)=(a,B)=0 
В we | V, sa € V 1 , V TB 9 258]. | 


引 理 4 ЖА AIRE, ДЕ" 中 属于 A 的 不 同 特征 值 


证 明 RIEA 的 两 个 不 同 的 特征 值 ,@ ,Pp 分 别 是 属于 
А, u 的 特征 向 量 ; AG = ла, AB = wub. 定义 线性 变换 x 如 (1), 于 是 
Ya = ла, В = wp. 由 (wa,P)= (а, В), 


А(е,В)= “(= ,В). 
KA Aa, rl (а,В) =0. В «,В1ЕЖ. | 
现在 来 证 明 主 要 定理 . 


定理 7 对 于 任意 一 个 n REIMER 4 ,都 存在 一 个 n 级 


正 交 矩阵 了 ,使 T'AT = T'AT 成 对 角形 . 
证 明 由 于 实 对 称 夭 阵 和 对 称 变换 的 关系 ， 只 要 证 明 对 称 变 


w — З Го 


Ж x 有 nn 个 特征 向 量 做 成 标准 正 交 基 就 行 了 . 
我 们 对 空间 的 维 数 n 作 归 纳 法 


JN IJ — EE H J н дм n Jj X— A 144 • 
п 三 1, 显 然 定 理 的 结论 成 立 . 
мъ а E Rh LEA e a It о Eb E У n ¿D FL ZI 


ДД ro 
X ПНЕ HU HAA AL. АЈ п ZF ВЛ LN 22 18) 


її HÆK 2 — 13 V AAV ЕА нЕ а үзү 仍 是 对 称 变 换 
J LIN y 2< ллу Nn 1. X vE] Y WE IW LD T$ Лл N 2 / >x UJ AZ. ЛА ӧс IN > 
据 归 纳 法 假设 ,sw| V, A x 一 1 个 特征 问 量 2 G, 作成 V， 


的 
标准 正 交 基 .从 而 aa, a, ЖЕ" 的 标准 正 交 基 ,又 是 x 的 
п 个 特征 向 量 .定理 得 证 . | 
.下 面 来 看 看 在 给 定 了 一 个 实 对 称 矩 阵 :A 之 后 , 按 什么 办 法 求 
EZER 了 使 T'AT 成 对 角形 .在 定理 的 证 明 中 我 们 看 到 ,矩阵 
A 按 (1) 式 在 R" 中 定义 了 一 个 线性 变换 . 求 正 交 和 拖 阵 T 的 问题 就 
相当 于 在 в" 中 求 一 组 由 的 特征 向 量 构成 的 标准 正 交 基 . 事 实 
上 , 设 


tu £ ` tin | 


Т 是 一 个 正 交 和 矩阵 ,而 
T :AT= T'AT 


就 是 对 角形 . 
根据 上 面 的 讨论 , 正 交 和 矩阵 T 的 求法 可 以 按 以 下 步骤 进行 : 


А+. ZT 
1. ША 的 特征 值 . 设 X,,…,4, 是 4 的 全 部 不 同 的 特征 


m 


2. 对 于 每 个 4, , 解 齐 次 线性 方程 组 
3 ° 


求 出 一 个 基础 解 系 ,这 就 是 4 的 特征 子 空间 V. 的 一 维基 .由 这 
组 基 出 发 , 按 定理 2 的 方法 求 出 V, 的 一 组 标准 正 交 基 ma ，…， 
n . 

3. ЎА, , ,…,4, 两 两 不 同 ,所 以 根据 这 一 节 引 理 4, 回 量 组 
Mi, то Ma’ п. 还 是 两 两 正 交 的 . 又 根据 定理 7 以 及 
第 七 章 $ 5 的 讨论 ,它们 的 个 数 就 等 于 空间 的 维 数 . 因 此 ,它们 就 
构成 А" 的 一 组 标准 正 交 基 , 并 且 也 都 是 4 的 特征 向 量 .这 样 , 正 
IERE T 也 就 求 出 了 . | 

例 已 知 


4 


| 1-1 0 1 
p 1 1 1 0 
求 一 正 交 矩 阵 工 使 TAT RAMÉ. 

解 ” 先 求 A 的 特征 值 .由 


А = 


x А -1 -1 1 
– 1 А 1 -1 
ІАЕ -А| = 
– 1 1 A -1 
1 -1 -1 А | 
(0 А-1 А-1 1-а 
210 А-1 .0 和 一 1 
|1 -1 -1 A | 


1 1 —-1—-А| 
= -(4-1) 10 1 
0 1 1 | 
=(A—1) (A+3), 
即 得 А 的 特征 值 为 1( 三 重 ), -3. 
其 次 , 求 属于 1 的 特征 向 量 .把 4=1 代入 
| àz- wz- x, + х, = 0, 
— +, +Àm + Zi 一 z,=0, 
| — zı + тж, + Ar - тх,=0, 
[ zi- ZX 2— T, + Ах, = 0 
求 得 基础 解 系 为 
а, = (1,1,0,0), 
Та ото) 
la,=(-1,0,0,1). 
把 它 正 交 化 ,得 
[B = а, = (1, 1,0,0), 
| (а,,В,) (1 1 \ 
с=с (Bp \2,/ 219}, 
В, ,В, B. , B. 33 
再 单位 化 ,得 
a =[4, 4,0,0) 
02027" 
| ran 
© W6 6v6 /' 
| = Í - l l . l . 3 | 
L” À 12 /12 v12 /12/ 
这 是 属于 三 重 特征 值 1 的 三 个 标准 正 交 的 特征 向 
再 求 属于 一 3 的 特征 向 重 . A= 


— "Ум 


° IOL ° 


(4) 


~ |00 -|S ajte © 
=ч |Q ч |Q © © 


(1,—1,-1,1). 
_/1 1 1 1 
7 一 7 2 22]: 


特征 向 量 n,n, n, n, 构成 А" 的 一 组 标准 正 交 基 , 所 求 的 正 交 


要 求 


kami 
1 


Ew 


Saat 


事实 上 ,如 果 求 得 的 正 交 和 矩阵 T 的 行列 式 为 -1, 那 么 取 


[7 = спу t С12 Уз Feee F су у, 
527 СУ + с» у; Tt + c;,y, › 
| En = cat С» у; H + Су, 
WIERE C = (с, ) 是 正 交 的 ,那么 它 就 称 为 正 交 的 线性 替换 . 正 交 
的 线性 蔡 换 当然 是 非 退 化 的 . 
用 二 次 型 的 语言 ,定理 7 可 以 叙述 为 : 
定理 8 任意 一 个 实 二 次 型 


A ++ AY» 
其 中 平方 项 的 系数 А.л, MERRE A 的 特征 多 项 式 全 部 
后 我 们 指出 ,这 一 节 的 结果 可 以 应 用 到 几何 上 化 简直 角 坐 
ннн о итн 
在 直角 坐标 系 下 ,二 次 曲面 的 一 般 方程 是 


а 1 ж? + а» у + а зз z +2a ху + 2a XZ + 2а›, yz 


A 
[an а 12 a) | [2] pa 
А = |ар ар as|,X= |у|,В = |6, 
\Ci3 аз аз) 2) (23) 
则 (5) 可 以 写成 


90 A 


” IO4F ° 


XAX+2BX+d=0 (6) 
м, 
经 过 转轴 ,坐标 变换 公式 为 
( ` (~ ~ Yr ` 
x C 11 C 12 C 13 + 1 


) 
Eh е АБЕН | =1 Axi ы Hh Aha Sp E. 
2< 1 © JJ ALL. X AT IL | %<2° | 1X . TL. yl ЖЛ AN 1 ?HU HU Hy J “IL ЛУЫ АЕС 
Х,(С'АС)Х, +2(В'С)Х, +4 =0. 
HA На L. 7 hh 24 ЕВ 0-4 mil —P- 3, 4 А T аде АЧ ТРА ич kE 
WML RAR, AIIAN 1 WEKE C 使 
(à: 0 0 
САС= |0 А, а 
0 0 л, 


这 就 是 说 ,可 以 作 一 个 转轴 ,使 曲面 在 新 坐标 系 中 的 方程 为 
Aixi +A yI + Аз +26; ху +2Ь; у, +25, z, + d=0, 
其 中 
| (b; ›Ь; „b; )= (Ь,,6,,6,)С. 
这 时 ,再 按照 4, ,4,,4， 是 否 为 零 的 情况 , 作 适 当 的 移 轴 与 转轴 就 
可 以 把 曲面 的 方程 化 成 标准 方程 . 璧 如 说 , 当 X, ,4, ,4 全 不 为 零 
时 ,就 作 移 轴 


bi 
“1 T2 сл, 
b; 
У = У: А’ 
b; 
Z í 一 Z2 А, 
于 是 曲面 的 方程 化 为 
-243 a214 J* =A 
А7 1 A22 ' A322 а У, 
其 中 
аа! b? Ыз” 
Ài ÀA 43 


Q) 
Ое 
Сл 


$7 癌 量 到 子 空间 的 距离 .最 小 二 乘法 


在 解析 几何 中 ,两 个 点 a 和 间 的 距离 等 于 向 量 @ — В 的 长 
度 .在 欧 氏 空间 中 我 们 同样 可 引入 

定义 13 长 度 |a -有 1 称 为 向 量 w 和 月 的 距离 , 记 为 
а(а, В). | 

不 难 证 明 距 离 的 三 条 基本 性 质 . 

1) 4(а, В) =4(В,а); 

2) 4(а,В)220,+Н1У У @ = p 时 等 号 才 成 立 ; 

3) d(a,P) 三 d(a,Y)+d(Y,P)( 三 角形 不 等 式 ). 

证 明 留 给 读者 . 

在 中 学 所 学 几何 中 知道 一 个 点 到 一 个 平面 (或 一 条 直线 ) 上 所 
有 点 的 距离 以 垂 线 最 短 .下 面 可 以 证 明 一 个 固定 向 量 和 一 个 子 空 
间 中 各 向 量 间 的 距离 也 是 以 “ 垂 线 最 短 ”. 

先 设 一 个 子 空间 W, 它 是 由 向 量 а@,,а,, 0,0, 所 生成 , 即 W 
=L(@i ,Qs,… ,Qi). 说 一 个 向 量 a 垂直 于 子 空间 W ,就 是 指向 量 
a SET W 中 任何 一 个 向 量 .容易 验证 а 垂直 于 W 的 充分 必要 
条 件 是 @ 垂直 于 每 个 @,(i=1,2,…,k). 

现 给 定 p y 是 W 中 的 向 量 , 满 足 p - y 垂直 于 W. 要 证 明 
В 到 W 中 各 向 量 的 距离 以 垂 线 最 短 , 就 是 要 证 明 , 对 W 中 任 一 向 
E ó,# 

IB- Y|<|B- ôl. 

我 们 可 以 画 出 下 面 的 示意 图 : 

证 明 6-6=(6-у) + (у-6). Н У 72], уЄ W, 
óC W, y- SEW. p- y 垂直 于 7Y 一 6. 由 勾 股 定理 ， 

|В-у!?+|у-6!°=|В— 861°, 

故 


[|В—-у|<|В-—-8!. l 
F = 


И ы 4 1 | 


* 386 ` 


УА | ИД 


这 就 证 明了 , 回 量 到 子 空间 各 回 量 间 的 距离 以 垂 线 最 短 . 

这 个 几何 事实 可 以 用 来 解决 一 些 实际 问题 .其 中 的 一 个 应 用 
就 是 解决 最 小 二 乘法 问题 . 先 看 下 面 的 例子 . 

例 已 知 某 种 材料 在 生产 过 程 中 的 废品 率 y 与 某 种 化 学 成 
分 zx 有 关 . 下 列表 中 记载 了 某 工厂 生产 中 у 与 相应 的 z 的 几 次 


我 出 + \ 

* A J! ы 414 J Ах J 1 A ул м — 

解 ” 把 表 中 数值 画 出 图 来 看 ,发 现 它 的 变化 趋势 近 于 一 条 直 
ZË Pj H ЕТЕ 2 ну > 的 一 次 式 ，r 十 万 来 志江 MARB Ке. ер 
线 . 因 此 我 们 决定 选取 z 的 一 次 式 ax +b 来 表达 .当然 最 好 能 选 


到 适当 的 a,b 使 得 下 面 


чэ 
Qo 
ч 


都 成 立 .实际 上 是 不 可 能 的 .任何 а,Ь 代入 上 面 各 式 都 发 生 


jJ HHJ LVJ WU рми Ул ичн NARAr 


于 是 想到 找 a,b 使 得 上 面 各 式 的 误差 的 平方 和 最 小 即 找 


а, 
(з даш L — 1 ANA)? + /2 7a + b-—0. 9)? + (3 Q. LLN Qa 
9.04 T о 1.UU) T39. ACT о r ið. OG то U.Z) 


+ (3.9а + – 0.81)? +(4.0a+b-0.60) + (4.1а + 


т _ гу сс\? ху /A ту. дъ т _ гу о \2 
O U. JIU) U. ALa TO у.) 


最 小 .这 里 讨论 的 是 误差 的 平方 即 二 乘 方 , 故 称 为 最 小 二 乘法 . 现 


ÉL 2.2. 


在 转 问 一 般 的 
最 小 二 乘法 问题 :线性 方程 组 


a: + ах; +: +аџ, х, – 6, =0, 


ШУК 


арх, +аржх t taz, —b,=0, 


ал51 tap z, t +а,„х, — b, = Ü 
可 能 无 解 . 即 任 何 一 组 数 21,2,‘ , 2, 都 可 能 使 


“М 1 / А А , y \2 f < Ñ 
2y бах T a. Z T T aT, — 0; ) (1) 
i=1 
不 等 于 零 .我 们 设法 找 zi,zz,…,z 使 (1) 最 小 ,这 样 的 zi,zz ，…， 
хо 称 为 方程 组 的 最 小 二 乘 解 .这 种 问题 就 叫 最 小 二 乘法 问题 . 


人 —— жш”. v< 


下 面 我 们 利用 欧 氏 空间 的 概念 来 表达 最 小 二 乘法 ,并 给 出 最 
小 二 乘 解 所 满足 的 代数 条 件 . 令 


а an ais 0} 
_ Qa а» а», _ |b, 

А = : : B=. , 

la, ак а.) Pi 
A7 (2) 

Á 

х=|?|,ү= 20999 | = АХ 
БЕ | : | f 
(е, J | s | 


用 距离 的 概念 ,(1) 就 是 


‚ 200 . 
” JOO ` 


Y-B’. 
RN RERE rl, reor. EY 与 召 的 距离 最 短 . 但 从 (2)， 
知道 癌 量 Y 就 是 
(a. } (a) (a. | 
| | | | | | 
Y= x, “п + z; а 22 Lee + z, tas 


把 A 的 各 列 向 量 分 别 记 成 cl a, a, H ETER 25 ЇН] A 
І(а,,9,,`,а,).ҮЖЖІ(а,,9,,`,а,) PHHH. FERD 
ZRA HAT ORR: 

找 针 使 (1) 最 小 ,就 是 在 L(a,,G,, ,a,) 中 找 一 向 量 Y, 使 
得 В 到 它 的 距离 比 到 子 空间 L(ai ,w; ,…,a,) 中 其 它 向 量 的 距离 
都 短 . 

应 用 前 面 所 讲 的 结论 , 设 


Y= AX = та, + +)+,G, + + ra 

E УТ ЖЄ Н) ln] E , Ж 
C=B-Y=B-AX 
必须 垂直 于 子 空间 工 (cl ,az ,…,a.). 为 此 只 须 而 且 必 须 
(C,a)=(C,a,)=:…=(C,a,)=0. 

回忆 和 矩阵 乘法 规则 ,上 述 一 串 等 式 可 以 写成 矩阵 相 乘 的 式 子 , 即 

Qi1C=0,g ,C=0,.…,a.C=0 
+ ~/ __” _— 0» 4 T hr НЕ 12 rr: ПА a?’ L. `D гы А -人 人 二 xl >D 
而 ai, a, a, ТАТЕ НЕЛЕ А , С — PFARRER 
是 


h yq 必用 个 组 性 记得 组 
ХА АЈ ТЕ ， A= | 二 IL. J = 


жг 
ERE A 4 常数 项 是 4'B. 这 种 线性 方程 组 总 是 有 解 的 . (参见 


д с & У] Ву 17) 
HI 2 rI 11) 
回 到 前 面 的 例子 , 易 知 
(3.6 1] (1.00) 
3.7 1 0.90 
3.8 1 0 90| 
A= 3.2 1, B= 10.81, 
49 ' N 
4.1 1 0.56 
42. |) 0.35) 
最 小 二 乘 解 а ‚Ф JLN 满足 的 方程 就 是 
, a ГА 
дА || -дв=о, 
10) 
Вр 为 
106.75а + 27.36 – 19.675 = 0, 
|27 .За +705 – 5.12 = 0 
解 得 
a 二 一 1.05,65=4.81( 取 三 位 有 效 数字 ). 


еч КА ——. L ¿x Le L ZP FL IT 


KK S Z [B] ДЕ XT SE 32 bk [2 
是 复数 域 上 的 欧 氏 空间 . 


= = 9 A 


定义 14 W V 是 复数 域 上 的 线性 空间 ,在 V 上 定义 f 一 个 
ляв, 称 为 内 积 , 识 作 (&， p), ERR ATHER: 


2) (Аа В) к(а, В). 
3) (а+В,у) = (а, у) + (В, y); 
4) (а,а) ЗЕ Ж, Н (а, а) =0 当 且 仅 当 &@=0 
这 里 a,b, y 是 V PERH 向 А, А JERAM, 这 样 的 线性 空间 


УУ РА =) 
В] 在 线性 空间 С" Ф, 
ге — („ ~» [Í ` B — (L L L ` 
G VG 1 3023 san J y| VU1 C2， ° Uy, 7 
定义 内 积 为 
(a,B)=a, bi tabi t + a,b, (1) 
显然 ,内 积 (1) 满 足 定义 14 中 的 条 件 . 这 样 , C" 就 成 为 一 个 西 空 
[В]. 
+ >< ppt E; К 2з [g] КТ >Н ЖНА) Ж — £= NE 47+ É. 
ч J A T I HJ r VÚ —J БА FN Z HY yU VÚ TIC TH ТА > A = í TJ AY 


2) (а,В+у) = (G а,В) + (а, ү). 
МЕККЕ 25 [В] pi., (а, а) 20, Е Y. ln B BJ КВ. 
3) у (а,а) ШЕЕ а 的 长 度 , 记 为 |w|. 


A) If UB — БӘ ЕНБ Ж 46 6 А АХ кў у ВП 对 人 = J [n] 量 


т / 1A IP ITTY ZN DII 20171 ` YJ AN UJ БЕТҮ AN L y ш IL. Ass HJ IF 


a, BA 


< 


Ila mNX|— | S! lÍ pni 
|\©®@,р/у—| 0р, 


当 且 仅 当 «,В 线性 相关 时 ,等 号 成 立 . 


EE ez 1 146 hh h жї 


注意 :本 空间 中 的 内 积 (c, 有 ) 一 
义 夹 角 但 我 们 仍 引入 

5) 问 量 a,P, 当 (@,P)=0 时 称 为 正 交 或 互相 垂直 . 

在 п 维 西 空间 中 ,同样 可 以 定义 正 交 基 和 标准 正 交 基 ,并 且 
关于 标准 正 交 基 也 有 下 述 一 些 重要 性 质 : 

6) 任意 一 组 线性 无 关 的 向 量 可 以 用 施 密 特 过 程 正 交 化 ,并 扩 


充 成 为 一 组 标准 正 交 基 ， 


\ V+ „ 0 АБЕ л ЕН А 217 А й = a Е Ён Ж Er I: — 

tJ ANA n ZX NIE А 9 A ду KA ZA HJ ZÚ ËR HJ ZN 00 дд | ZÚ 
素 的 矩阵 .如 A WEA A = AA =F, 就 叫做 西 和 矩阵 . 它 的 行列 式 
з 445 У Ан ЖЕ —> 4 
HJ #G AJ ш + J 1. 

P E PRE IF Ж ЖЕ S pH РЕ Z E: pa РЕ. 


H АМ FRF КЄ 2%< [gi ñ TE >> zÉ a Ж пу Er ЕН пг DI rt| УЕ TR 2< RI иа 
> IA J БА U M -L. J H 2 AL. м< LA Л AJ VD AZ PT' 93 "9 КИА JIi AKLL F3 KL. ! q H 


本 变换 和 埃 尔 米 特 和 矩阵 .它们 也 分 别 具 有 正 交 变换 和 对 称 和 矩阵 的 


+; 5 55 Ы "TH —2> Zi > Zc R T 
— = ЕВ 6 性 质 ,我 们 把 CIJ F т ГІЧ : 


8) 西 空间 V 的 线性 变换 s, 如果 满足 


A 


(а, ЯВ) = (а, В), 
变换 . 西 变换 在 标准 正 交 基 下 的 矩阵 是 西 


< 


= 
$ 
< 
ж 
| 
-> 
к | 


阵 . 
9) 如 矩阵 A 满足 
А'=А, 
则 叫 埃 尔 米 特 (Hermite) 和 矩阵 .在 本 空间 С” 中 令 
[| |] 
z |= al], 
[z,J Lx,J 
则 
(a ,BPB)= (а, 4b). 
% 也 是 对 称 变 换 . 
10) V 是 酉 空间 , V, 是 子 空间 , Vi 是 V, 的 正 交 补 , 则 V = 
VvE. 


又 设 V, 是 对 称 变换 的 不 变 子 空间 , 则 Vi 也 是 不 变 子 空间 . 
11) 埃 尔 米 特 矩 阵 的 特征 值 为 实数 . 它 的 属于 不 同 特 征 值 的 


特征 г ИУ ;É RA 
T UL IP) E ЖУ С. 


12) ЖА JE KOK Ry yE BE: , ДАЖЕ C ,使 


ҥч 1 2 一 — а уч 


С `` АС = САС 
МЕн. 


Ww A 
A A 


叫做 埃 尔 米 特 二 次 型 . БЕ С, X = CY 时 


f(zis £23, z, )= di yuy t d,y; y tt d,y,y, : 


J RB 

1. 设 A= (a, ) — ` п 级 正定 矩阵 ,而 
а= (т, ... 3 =(. eee A 3 
wi ,.Z2 5 Zn) B= \ Yi , У2 IJR’ 


在 R" 中 定义 内 积 (@ ,Pp) 为 
(а,В) = аАВ. 
1) 证 明 在 这 个 定义 之 下 ,R" 成 一 欧 氏 空间 ; 
2) 求 单位 向 量 e, = (1,0,…,0), е, = (0,1,.…,0), +, g, = (0,0,.…, 
1) 的 度量 和 矩阵; 
з) 具体 写 出 这 个 空间 中 的 柯 西 - 布 涅 柯 夫 斯 基 不 等 式 . 
2. ЖЕ Ф, а, В 之 间 的 夹 角 (a,p)( 内 积 按 通常 定义 ). 设 
1) a=(2,1,3,2),B=(1,2,-2,1); 
2) a=(1,2,2,3),B=(3,1,5,1); 
3) a=(1,1,1,2),ĵĝ=(3,1,-1,0). 
з. d(a,P)= |а- B|318 5 #R2 a УВЕ, ЕН: 


d(a,y)<d(a,B)+ a(B,y) 
a(aGa,y)<d(aG,B)+d(B.,Y). 


4. # R° 中 求 一 单位 向 量 与 (1,1, 一 1,1),(1, 一 1, 一 1,1),(2,1,1,3) 正 


交 . 
5. 设 @,,@›,°°°,@„ 是 欧 氏 空间 V 的 一 组 基 ПЕ. 
1) 如 果 yC V 使 (7Y,@,)=0,i=1,2,…,n, 那 么 Y= 
2) 如 果 y, y, € V 使 对 任 一 a€ VV 有 (Yi1,a)== (У,,а), 2А Yı, = 
Y2. 
6. 设 E, E, 8, 是 三 维 欧 氏 空间 中 一 组 标准 正 交 基 ,证 明 : 
1 ‚2 ~ 、 а ~ 、 
Q, = y (2E: + 2E: — E), G, = +e, - 8, t 2&;),@, = 本 (si -2e - ZE; ) 
a 一 组 标准 正 交 基 . 


7. WE ,2,,E;,E4 ,Es 是 五 维 欧 氏 空间 V 的 一 组 标准 正 交 基 , V, = 


m гул 


° 35235 ° 


— x, + xz, — 3z; = 0, 


т, + x, — Tı + wx- 二 0 


“~ 


2 


^3 у ^5 ` 


的 解 空间 (作为 R° 的 子 空间 ) 的 一 组 标准 正 交 基 . 


i ШИОРИ 
9. ЖК х, fE ХАА J,g)= | Д\х)в\х)ах 


— 


组 标准 正 交 基 ( 由 基 1,z,z，,z 


10. i V 是 一 n 维 欧 氏 空间 ,@a 关 0 是 V 中 一 固定 向 量 . 


出 发 作 正 交 化 ). 


V,=f{x|(x,a)=0,x€ V} 


证 明 : V, 的 维 数 等 于 n-1. 


Б» = = 2z IT rh = = 


= H hh ФЕ ЕҢ kr: с Н 人 


2) 

11 TAN 22 HH 

її. 1) ШН: 欧 氏 空间 中 不 同 基 的 度量 和 矩阵 是 合同 的 ; 
2) 


I 用 上 述 结果 证 明 : 任 一 欧 氏 空间 都 存在 标准 正 交 基 . 


1›%2› у © уд ZE ВА БЧ ЗН) У ŽO I Ба > ну 
(( ‚) (@i,02) … (@,,а„)) 
|, ет \ í > a \ ... ( mw 3 | 
е. РКА. / N 42 з %2 / N 2 » CG, 

A= | 
(Cana) (&„,@,) … (a, ,a,) J 


ШЕ 9:4 НИХ 4 | А[ 550 8 a, , а, 


g, ce g зл ЖБ Е > 
< = 


，, ,Qa 线性 无 关 . 


间 V 中 一 组 ma 而 


R RÍ 


Ja 


13. 证 明 :上 三 角 的 正 交 矩阵 必 为 对 角 和 矩阵 , 且 对 角 线 上 的 元 素 为 +1 或 


-1. 
14. 1) 2 4 为 一 个 n 32 38 ËF, Н 1А 15=0.1Е8 A 可 以 分 解 成 
A=QT, 
其 中 о REZEK, T 是 一 上 三 角形 矩阵 : 
Í "° aa | 
0 ta … t 
T= А ñ , 
Г 1 
[0 0 Lan ) 


ө 
ке, 
A 


2‚,+-‚п).3ЁНЕВНҖ--4+ Е, 


2) 设 4 是 ”级 正定 矩阵 ,证 明 存 在 一 上 三 角形 矩阵 了 ,使 
A=TT. 
15. 设 9 是 欧 氏 空间 中 一 单位 向 量 ,定义 
Aa=a—2(n,0)n. 
证 明 : 

1) x 是 正 交 变换 .这 样 的 正 交 变换 称 为 镜面 反射 ; 

2) x 是 第 二 类 的 ，; 

3) ШЖ n 维 欧 氏 空 间 中 , 正 交 变 换 x 以 1 作为 一 个 特征 值 , 且 属于 
特征 值 1 的 特征 子 空间 V, 的 维 数 为 n 一 1, 那 么 x 是 镜面 反射 . 
16. 证 明 : 反 对 称 实数 矩阵 的 特征 值 是 零 或 纯 虚 数 . 

17. REXER T ETAT 成 对 角形 ,其 中 А Ж: 
2 -2 0 2 2 -2 
1) | -2 1 -2|; » | 2 5 + 
(0 -2 0) L-2 -4 5) 
(0 0 4 1) (—1 3 3 一 31 
poral ИЕ 1 一 3 3| 
4 1 0 0 3 -3 -1 -3 
1 4 0 0) \-3 3 一 3 -1) 
(1 1 1 1) 
1 1 í 1 
5) 
1 1 1 1 
u 1 1 1) 
18. 用 正 交 线性 替换 化 下 列 二 次 型 为 标准 形 : 

1) х{+2х5›+3х5;-4хуүл,—-4х›ху; 

2) х|-2х;—-2х,—-4хуүх, +4212; +8r, rs; 

3)2хух,+2хә,х,} 

4) L? + x? + zl + x 一 2ziz 二 6zlzi 一 47174 一 47723 + 

бх, х, – 2хух,„. 
19. ША Ë n ЗЕРЕ ,证 明 :4 正定 的 充分 必要 条 件 是 4 的 特征 
多 项 式 的 根 全 大 于 零 . 


20. АЖ л % ЖШ ER ТЕЕ ЗЕБ Т{ T '! AT 为 三 角 


7, 2. ¿x n ZAN ETT э юа. 73 q e LL А ҸЕ J 


的 充分 必要 条 件 是 4 的 特征 多 项 式 的 根 全 是 实 的 . 
21. 设 4,B 都 是 实 对 称 和 矩阵 ,证明 : 存 在 正 交 和 矩阵 人 使 了 -1A4AT= 有 8 的 


— == „чь 


充分 必要 条 件 是 A ,B 的 特征 多 项 式 的 根 全 部 相同 . 
22. I+ А 是 级 实 对 称 和 矩阵 , 且 А? = A ,证 明 存 在 正 交 和 矩阵 TT 使 得 


Ёё 
Юй 
# 


Ё ] 

x | x 

T AT= 1 . 

0 

| a) 
кН фп 8 B _ “ЕНЕР Rah OO ATRI ИЕ А л а 2 К р. 2 
23. ШЕЛ: WR 好 十 п ЯЕВА LN = IFJ RJ | ILARAK, BP 2, нул > J ZZ 

< rr 
间 的 正 交 补 也 是 x 的 不 变 子 空间 . 

24. 欧 氏 空间 V 中 的 线性 变换 of е ja FG SF Sa bh m BEHEE > ПЕ V 
Бл КМ T PS Y HJ — I D IRK э ЛГ ZJ К ZV Y HJ 9 АНАТ л) LAT Чу ` э 


(a ,PB)= – (а, ЯВ). 
u 明 : 
1) x 为 反对 称 的 充分 必要 条 件 是 ,wx 在 一 组 标准 正 交 基 下 的 矩阵 
为 反对 称 的 . 
2) 如 果 V, 是 反对 称 线性 变换 的 不 变 子 空间 , 则 Vi ШЖ. 
25. 证 明 : 向 量 BE V, 是 向 量 a fE Z= |a] V, 上 的 内 射影 的 充分 必要 条 
件 是 ,对 任意 的 《E V,, 
la-pi<ja- l. 

26. ë Vi, V, 是 欧 氏 空间 V 的 两 个 子 空间 .证 明 : 
(Vit+V,)+=ViNV, 
(ViNV)*=Vi+t+Vi. 

27. 求 下 列 方程 的 最 小 二 乘 解 : 

(0.39z -1.89y=1, 
0.61х-1.80у=1, 
|0.93z-1.68y=1, 
(1.35=-1.50у=1. 


W 
O 
O; 


用 *“ 到 子 空间 距离 最 短 的 线 是 垂 线 "的 语言 表达 出 上 面 方程 的 最 小 二 乘 解 的 
几何 意义 .由 此 列 出 方程 并 求解 . (用 三 位 有 效 数 字 计 算 . ) 


te x Ж 


1. 证 明 : 正 交 和 矩阵 的 实 特征 根 为 土 1. 

2. 证 明 :奇数 维 欧 氏 空 间 中 的 旋转 一 定 以 1 作为 它 的 一 个 特征 值 . 

3. 证 明 : 第 二 类 正 交 变换 一 定 以 一 1 作为 它 的 一 个 特征 值 . 

4. 设 wx 是 欧 氏 空间 V 的 一 个 变换 .证 明 : 如 果 ww 保持 内 积 不 变 , 即 对 于 
а,ВЄ V,(sa ,wp)=(a,p), 那 么 它 一 定 是 线性 的 ,因而 它 是 正 交 变 换 . 

5. Ка,,а,, з ,а„ 和 Pp ,Pp,,…,p, п 维 欧 氏 空 间 中 两 个 向 量 组 .证 


明 存 在 一 正 交 变换 x, 使 


da; = B; , t=1,2,.…,m 
的 充分 必要 条 件 为 
(а, ,&, )=(В,,В,), 1,3 =1,2,.°,т. 
. 设 4 是 ”级 实 对 称 和 矩阵 , 且 4?= 互 ,证 明 : 存 在 正 交 和 矩阵 了 使 得 

_ Е, О \ 
гате | |. 

О -E,-,| 

7. 设 /(\тү,х; Th) 二 是 一 实 二 次 型 ， Ai，A2 , ° e Àn 是 A 的 特 


征 多 项 式 的 根 , 且 4 二 4, 三 … 三 4, .证 明 对 任 一 X€ R" ,有 
AX X< XAX<2,X X. 
8. 设 二 次 型 F(z ,xz;,… , 工 , ) 的 矩阵 为 4,4 是 A 的 特征 多 项 式 的 根 ， 
证 明 存在 R” 中 的 非 零 向 量 (z, ,z,,… z, ) 使 得 


(元 元; z, )= A (z1+Z)+-- +X). 
9. 1) а, В 是 欧 氏 空间 中 两 个 不 同 的 单位 向 量 ,证 明 存 在 一 镜面 反射 
YY, 使 
Жа) = В; 


2) 证 明 :n 维 欧 氏 空间 中 任 一 正 交 变换 都 可 以 表 成 一 系列 镜面 反射 
的 乘积 . 
10. 设 A,B 是 两 个 n x n KURER, Н B EEEE. EN 


n Xn 实 可 道 和 矩阵 TT 使 


存在 一 


T'AT 与 TBT 
同时 为 对 角形 . 
11. 证 明 西 空间 中 两 组 标准 正 交 基 的 过 渡 和 矩阵 是 西 矩 阵 . 
12. 证 明 : 丁 矩阵 的 特征 根 的 模 为 1. 
13. А 是 一 个 nn ЯЖ Е, ШЕЯ А 可 以 分 解 成 
А = ОТ, 
其 中 U kR 38 BF, T 是 一 个 上 三 角形 矩阵 


k tR "° а 


Ü tn `“ tn 


(0 0 … tm) 


其 中 对 角 线 元 素 ti (i = 1,2,…,n) 都 是 正 实数 .并 证 明 这 个 分 解 是 唯一 的 . 
数 


—— hh ES —— r= Ал. ZT FE hh Але 


за TD Le, Ау мл Ade FA ` Z i= E1 ла» y- 
14. UEP IRIA +$ AE P+ HJ T ШШ ENR ‚Н. 它 的 属于 不 同 特征 值 的 特 


征 向 量 相互 正 交 . 


чө 
V 
оо 


ЯТ X W MW 395 IB 


读者 在 读 这 一 章 的 时 候 ,将 会 发 现 它 的 部 分 内 容 与 二 次 型 欧 
氏 空 间 及 西 空间 的 部 分 内 容 有 类 似 的 地 方 .然而 这 一 章 的 目的 就 
是 把 这 些 内 容 统 一 到 双 线 性 函数 的 概念 之 下 来 进行 讨论 . 
= Же Z= Z 2Ë FE 2ч [gl КП 2Ë Ft pú Бе 
Н ZU J) AHUA I— —. JJ Ану. 5 + 
R | ¿D WE сї, ЖЬ 
bi > IÉ PPL ДА 


(ү £( > + У= >. +; > +... + ⁄; = (1 \ 
JVA = JA Zi TX, T= a1 T a<; Aann 1) 
就 是 已 上 的 一 个 线性 函数 当 al=a,=…=a,=0 时 ,得 f(X) 
=0, 称 为 零 函 数 ,我 们 仍 用 0 Жл ж Ж. 
实际 上 , P' 上 的 任 一 个 线性 函数 都 可 表 成 这 种 形式 
I>a 9 2 — н “2 -L сел AA A S “PA. NANN A I | рУ ON 
A 
> —(n ... n 1 n ... N) —1 > „ 
©; ‘У, ” U51565 Уј» t— 1⁄5 x ít 
第 i 个 
Р" 中 任 一 向 量 和 = (z, ,x ,… ,Xx,) 可 表 成 


Жым W + °° + ж„&,. 


a; = f(g8,),i1=1,2,.…,n 
则 
СХ) = а, х, +а, х, +: +а,х, 
就 是 上 述 形式 . 
例 2 A 是 数 域 P 上 一 个 2” 级 矩阵 , 设 


B а — Qin 


Á = 


Aal а „2 Ам A nn 2 


ДЈ A 的 迹 


2 + ол 
<11 ` %22 


是 P 上 全 体 n 级 矩阵 构成 的 线性 空间 已 “上 的 一 个 线性 函数 . 
个 


Ann 


Ml л ЭЛ Yy _ nf л тку OTt hh Whe ert MY Dr r. 
BI X V —H ZT), г ЈЕР 中 一 ЯХ Е НУ ЯХ . Е <. P[xzj 上 的 
KA L, 为 


都 有 
(2 


因此 , ба) н f(e1),*…,f(e, ) 的 值 唯一 确定 KZ, P Фп 
Ма, ,a,,…,a, ,用 下 式 定 义 V 上 一 个 函数 f: 


R 
R 
`Ë 
II 
+, 
— 
АЛЕ 
8 
(ө 
— 
| 
iM 
q 
R 
е 
` 
` 


. \ хх 
J\ 2, 5,8; J] = 2 =, 
i=1 i=1 
这 是 一 个 线性 函数 ,并且 
f(g,)=a,,i=1,2,.…,n. 
因此 ,有 : 
定理 1 设立 是 已 上 一 个 i" ” 维 线性 空间 ,sl ,8,,…,e, 是 V 
д HAE a, „_. ш ЖЕ 在 在 叭 -的 了 上 给 
HJ Д LE 1 5 G25 зир ХЕ 1 ! ken 《 | АХ; IJ Ph H . HJ Y +Ñ 
EER S 
f(g,)=a,,i=1,2,.…,n.1 
$2 М 2 А 
W V 是 数 域 P 上 一 个 ” 维 线性 空间 . V 上 全 体 线 性 函数 组 
成 的 集合 记 作 L(V,P). 可 以 用 自然 的 方法 在 L(V,P) 上 定义 加 
法 和 数量 乘法 . 
设 f,g 是 V 的 两 个 线性 函数 .定义 函数 /+ g 如 下 
( £ + —Y( >* f(r Y fw лм С. 17 
VJ БЛУ Ј J NUJ ' ENG / 5 “` v 
f + g 也 是 线性 函数 


( £ ww RN 一 rw + В\ + „(єт В 
N J Б / N Чч” Р / J N % Р 7 Б N © F / 
= ра) + ХВ) + (а) + (8) 
/fr /~ à /( £ ХИ DN 
— J T &/\@, T jJ Te/\p/，, 
(f+g)(ka)= /(Ё@) + g(ka) 
= kf(a) + kg(a) 
= hk(f + g)(G) 
f + g ЖЯ f 5 g 的 和 . 
жеги ОЕ 乘法 . 设 上 /是 上 线性 函数 ,对 P 中 任意 数 
(¿ryYwGz)=k5>(f(#)) Су 
ху / NYJ RANJ AS / / Ss w x Y у 
kf 称 为 & 与 太 的 数量 乘积 , 易 证 kf tH J Zk FE РЕЖ 


wa hrn y En Ж B 554 R 
125 ТН SX EENIA І 


=> Ei LATA А-у ké т уу T/T D\ жу 
АА ZJ IN MN s TL. A ТГ АС A HJ /JH H shoe N Y > 1 JANJI BA 
Е P 上 的 线性 空间 . 


ИГ" о _. > . ШЕ r. Хр L tr N ... 
AAA V Ну 4н 45 S I ,8,, , 8, TF V L. T | ZXITLENSAX Ji J239 


f ,使 得 


J п 5 L2>w 5 


/,(а)=х,, (2) 
Вр у, (а) Е a 的 第 i 个 坐标 的 值 . 
引 理 对 V 中 任意 向 量 a, 有 


a = У,/,(@)&,, (3) 
і= 1 
而 对 L(V,P) 中 任意 向 量 f, 有 
J Ch - z J І 


ә 


A 
© 


Шш. гуу HJ 

定理 2 L(V,P) 的 维 数 等 于 V BER, ME fi, f f, 
是 L(V,P) 的 一 组 基 

证 明 ”首先 证 明 f. f... f, 是 线性 无 关 的 . 设 


ci Ji tc,f> + + c,f, = 0 
(c,,C. c, C P). 

依次 用 е,, е,, ,…,s, КЛ, 18 с, = с, = = с, = 0. НЮ у, 
Р", Г, E £kPEX 350. ХН (4) L(V,P) 中 任 一 向 量 都 可 由 
Лә», f, 线 往 表 出 ,所 以 fifo f, 是 L(P,V) 的 一 组 基 ， 
dimL(V,P)=n=dimV. | 

定义 2 L(P,V) 称 为 V 的 对 偶 空 间 .由 (1) 决 定 的 L(V， 
P) 的 基 , 称 为 sl ,es,…, E, 的 对 偶 基 . 

以 后 我 们 简单 地 把 V 的 对 偶 空间 记 作 V* 

例 考虑 实数 域 R 上 的 л 维 线性 空间 V = P[z] ,对 任意 取 


定 的 ”个 不 同 实数 w ‚а 根据 拉 格 朗 日 插值 公式 ,得 到 n 
H 7 а1 902 ‚а, т Tš 725 l 
个 多 项 式 
/ \ ГА N / ` ГА \ 
(хта) (za )(z=- a) (z -a,) 
b (z) 一 
它们 满足 
(а,)= 117027 
Р; «а; ) = ，，， 
0,)=1,1,)у=1,2,*®›,п. 
s (>) p (r) ь ( + E #Ë pi — H H 由 
Рах 53, Роу o Pn N Z / ЕСА TL JG N HU з кч /у i 
cibi(z=)+c,p (х) + +c, p, (x)=0, 


3 


+. 
© 


= 1 ‚2 Фоо 


э? 
$ $ KA e 


维 的 ， 所 以 bp (z), р(х), À `, b, (х) V 的 一 组 基 . 
v (i=1,2,: ,7 ) 是 在 а; 点 的 取 和 值 函 数 : 
Г, 


КоЛ 


| 1, ; 
1,0602) =, (а) = |!” =? 
10, ifj, 1,} =1,2, 


В, Lis Lasta L, А а) (=), P, (z) ШАНЫ. 

TEHE V 的 两 组 基 的 对 偶 基 之 间 的 关系 . 

设 V 是 数 域 P 上 一 个 维 线性 空间 . si,gs，…，,E, K m; 
Mon 是 六 的 两 组 基 . 它 们 的 对 偶 基 分 别 是 fis р, fn A 
Z182 8n .再 设 

(mno N) = (E1, E23, E,)A, 
(8158233 8,) = (fis f2 sfa) B; 
其 中 


(а. an a.) (b b. b. | 
<ii = i2 Sin ii i2 in 
‚ ал 422 аз | „_ ba b> бз, 
А 一 ° ? ° 
an a, a.. b, b, Ж 
由 假设 
n =n. е о.е. + · + x. 
l; еу ' %2:%2 | wniwn? 
1=1,2,.…,n, 
一 } 1 +h £ 
8, 01;Ј1 T 02;J 2 T OnjJ n ° 
1 =1.2.: n 
J 5 5 


g, (m, ) = уь, f, (a£, + a£, + *** + а.е.) 


kjg x< 


л 1 


+ 
(m) 
+ 


因此 有 下 述 定理 : 


= TEB 32 д. Р.9 .. аъ w < ль ете А. Zb. #L. >< ñ 
AG IE J с 2，22， , G, 2% Ifi > {12 › s 1], ZE IT 2218) V H 


两 组 基 ,它们 的 对 偶 基 分 别 为 f. f. l f, Ж. gg," g, MA 
由 €1,823", Е, 到 mio no 1, KO ХБ EE 7 A ,那么 由 Л, 
Б, №, 到 E1829 En 的 过 渡 和 矩阵 为 (4 ) 1 | 

设 V 是 P 上 一 个 线性 空间 ,V*' 是 其 对 偶 空 间 , 取 定 V 中 一 
ТАЕ х, ЕХ 的 一 个 函数 x "HB F: 

x " (f)=f(x),f€ V}. 

根据 线性 函数 的 定义 ,容易 检验 x"“ У" 上 的 一 个 线性 函数 , 因 
此 是 У" 的 对 偶 空间 (V")" = У 中 的 一 个 元 素 . 

定理 4 V 是 一 个 线性 空间 ,V* “是 V 的 对 偶 空间 的 对 偶 空 


АЗАА: 


是 一 个 同 构 映射 
证 明 对 任意 zx ,ze V, SEV’ 有 


(x, +x)" (f)= f(x +x) = f(x1) + flx) 
= " (f) + xz" (f) 


= (у ”十 rM r) 
V Í > ХЈУ» 


f(kx,).= kf(x,) 
kxi (f) 


(kx) (P) 


A 
С 
Un 


因此 


ГА А N и 其 ++ _. + + 
(X tx) = X Tx , 


ПИНГ 
V KX I / 一 КХХ 。 
所 以 这 个 映射 保持 加 法 和 数量 乘法 . 
Ш х" “为 V" 上 零 函 数 , 妈 对 任 一 f€ V 都 有 
f(x)=0, 


则 由 (3),x=0. 故 这 个 映射 是 单 射 ,又 因 УУУ" 维 数 相同 ,所 
以 这 个 映射 是 一 个 同 构 映 射 . 1 

这 个 定理 说 明 ,线性 空间 V 也 可 看 成 V' 的 线性 函数 空间 , V 
5 V" 实际 上 是 互 为 线性 函数 空间 的 . 这 就 是 对 偶 空 间 名 词 的 来 
由 .由 此 可 知 , 任 一 线性 空间 都 可 看 成 某 个 线性 空间 的 线性 函数 所 
成 的 空间 ,这 个 看 法 在 多 线性 代数 中 是 很 重要 的 . 


5З ХЕРА 
жуз УЯ Р1--Танк ЕП, fla, PÆ V Е 


1) ү, кВ, + kPa) =k DATE 2); 
2) FRICI t ,а,,В) = k ба, ,В) + 2, f(a, В), 
其 中 а, ‚а,,а,, В, В,, В, 是 V 中 任意 向 量 ， k, Ë, Ë P 中 任意 


人 ea у 实际 i E: 说 对 于 Y L W Zb hik on fl 有 
УЛ AE. АКИ С XZ Wu АЈ V Ш. ЛАЛА ILEN A J NG pP) 


个 变 元 固定 时 是 另 一 个 变 元 的 线性 函数 . 


тїзї RE V ñh e £ El Y7 L VV ¿PD rL SÉ Жү 
99 Л ВАЛЕ) V UWIRE V LAX IT NRX. 


例 2 Ж fla), fla REREN V 上 的 线性 函数 , 则 
f(a,B)= fi(a)f,(B), a,B€ V 


у EH 
Ту >< 


+ 


9 


+. 
© 
ем 


E. V Ба. л Zb bL ЛЕ Жу 
АЕ Y „ну 1 XA IL ES XA ° 
例 3 设 忆 "是 数 域 P En Жал Е 2 BJ. X , Y 
C р" ELG А E. D -- — A, BFE X 
Ti TTK A JELI L J n ZX ⁄4 FT ` < 
f(X,Y)= ХАҮ, (1) 
ПШ! (ү Vy 县 р" L ñH AJIUA n r 
^з J ЕВ әу R J / 1 „ну 1 /ANA 1. EN ДА · 
ШЖ X = (х, t2, ar), Y = (у, у," у, ) ,并 设 
(л “x 3 
ац an Ain 
ам аз a>, 
A= . ° 
а, Qn2 Ann ) 


则 | 
J(X,Y) = У) yoizy (2) 


i=1 /=1 


(1) 或 (2 ) 实 际 上 是 数 域 P 上 任意 ” 维 线性 空间 V 上 的 双 线 
性 函数 f(a ,5) 的 一 般 形式 .可 以 如 下 地 说 明 这 一 事实 . 取 V 的 一 
组 基 si ,8,,…,E,. 设 


zi 
| 


T2 


| 

| 
a= (8,6,8) 2 (= (21 ,8, )X, 

| 

( 


1.) 


yı) 
y 
B= (е,,8,,"--,е,) |, |= (ву, 8,)Y, 
|. 
ij 

f(a,ß)= F(X x; Y 1 yE; ) 

i=1 j=1 
= N Nfl e ғ.) ғ.у (3) 
24 ы” і j iJj 


4 


ау = (е, E), 1,3 =1,2,-°°,п 


РА \ 
ај an Ain 


A. Pe __ Фоо Ра} 
ve 


21 % 22 “22 
А = |. | 
а, а „2 s.s A nn J 


则 (3) 就 成 为 (1) 或 (2). 
定义 4 8 /(а, ә P 上 ?” 维 线性 空间 V 上 的 一 个 
双 线性 函数 . s,,s; в, 是 V 00132, ДИЕ 
SCEE) fl81,82) … /(&|,&,) 


f(s,,8,) /(&,,&) … /(&,,&„) 


(A) 
хт; 


p> 


PARN f(sg,,8,) "~ келе.) 
"Ë /Са,В)Ж es, s, 下 的 度量 年 阵 


上 面 的 讨论 说 明 , 取 定 V 的 一 组 基 sg, E, E 后 ,每 个 双 


线性 函数 都 对 应 于 一 个 n 级 矩阵 ,就 是 这 个 双 线 性 函数 在 基 e, 
s 下 的 度量 和 矩阵 .度量 矩阵 被 双 线 性 函数 及 基 唯 一 确定 


e _ oe 
2 9 е1 H Ke == гч. F 1 126. EE гҹ F T VA ZININ (шл. кєз дм м шш ўч / ° 


而 且 不 同 的 双 线 性 函数 在 同一 组 基 下 的 度量 矩阵 一 定 是 不 同 的 . 
反之 , 任 给 数 域 P 上 一 个 n 级 矩阵 


а а} Ain 
7 И? 2 22] 
* 21 22 ~< ¿n 
А = | , 
(Ul Cn2 а nn J 


对 УРЕ Ж ШИШа@а=(є,,в,, с, )X МВ=(є,,Е,,,Е„)Ү, 


= 217 oe” = “п = 


Др X = (rira), = (ууу, ), HB 


ET V nn rZ Жж В. үг ATNA ож >< EL L £ ҥш Lf nA Z= ~ 
ХЕ XA HJ PN А Е V L |` AA X PT EN SX . T ZJ Y| >F ií J VG р/ТЕ ё}, 
8,," ,2, 下 的 度量 矩阵 就 是 4 

因此 ,在 给 定 的 基 下 , V 上 全 体 双 线性 函数 与 己 上 全 体 ” 级 
矩阵 之 间 有 一 个 双 身 

在 不 同 的 基 下 ,同一 个 双 线 性 函数 的 度量 惩 阵 一 般 是 不 同 的 ， 
它们 之 间 有 什么 关系 呢 ? д з» K, aa ... а 是 线 

L, HJ I TI AKRI! 区 6б\,©&,, sE, /< 1, , 2° , 7], 

性 空间 V 的 两 组 基 ， 


(m n. ,= (E, E2, E,)C. 

а,В ЕУ 中 两 个 向 量 

@=(8,,8,,"", g. X= (n nm, n. )X,, 

В = (ei,e2,° ,2 ) Y= (з, 2,7", n.) Ү,. 
那么 

X=CX,, Y=CY,. 
如 果 双 线性 函数 f(c ,有 8) 在 e1 ,6,，,… E, Жа, n. n. 下 的 度 
BERAIN A,B. WA 
f(a,B)= XAY= (CX УА(СҮ,) = Х,(С'АС)Ү,. 


х7 
入 ' 
f(a,B)= Х,ВҮ,. 
因此 
В=С'АС 
这 说 明 同 一 个 双 线 性 函数 在 不 同 基 下 的 度量 矩阵 是 合同 的 
VS 3 fla ВҮНБ.22 25а] 17 -AUNA q E 
ERS WJ AG, ткт Y СО ГТУАКОТЕВАЗЕ,АЛА- 
f(a,ß)=0, 
v+ IT = ac Y BT 一 个 bn bd a ДЬ Ah 
NJ IL w ЮУ v УЕ и 0, ]Ј ЯР Мар FO RJ. 
可 以 应 用 度量 矩阵 来 判断 一 个 双 线 性 函数 是 不 是 非 退 化 的 . 
La ¿N UL. — yt. mA m \ —— += 一 一 上 кА Z 0 М. ‘a 
АХ X I+ PSSX Ја, P) ЛЕ ж S, ,8,, ‘б, E, F HJ BEAEPF JJ А, И 
Wa = (e £ ) В = (ғ с )V # 
ЛӘ ч» 61 ° 1 / < эу” 615 „ел / 2 “ҮЗ 


f(a,b)=0, XIE BEV, 


那么 对 任意 Y 都 有 

Х'АҮ = 0. 
因此 

XA=0 
mA ERME X 使 上 式 成 立 的 充 要 条 件 为 A 是 退化 的 ,因此 吻 
证 双 线 性 函数 f(@ ,8B) 是 非 退 化 的 充 要 条 件 为 其 度量 矩阵 А 为 非 
B 45 BE. 

М E ERES F| ЛЕ n] 4t ДЕ ШЕ РЕ. IB xT — 6 PF H 

合同 变换 化 简 是 比较 复杂 的 . 对 于 对 称 和 矩阵 我 们 已 有 较 完 整 的 理 


下 我 们 就 转向 、 Gh i gi 65 LH EL Et ЕНЕ hh БЕУ 
论 . 以 35.1] J WLES IP) АА FF TTIR H) T дЕ НХ Fš. 2 HJ IH É . 


定义 6 fla, 有) 是 线性 空间 V Еву T W # PE Я, Ml A 


(a В) = f(B,a) 
则 称 f(a ,) 为 对 称 双 线 性 函数 .如 果 对 V РЕКАТА а, В 
部 有 
f(a,B)= - ҒВ,а), 
没 f(a 及 是 线性 空间 V 上 的 一 个 对 称 双 线性 函数 ,对 V 的 
任 一 组 基 sg; ,5,,…,E, ,由 于 … 


\ 
/(в;,,&в,) = }(в,,&,), 
故 其 度量 矩阵 是 对 称 的 , 另 一 方面 ,如 果 双 线性 函数 f(a,P) 在 
є|,&;,°°°,&„ 下 的 度量 矩阵 是 对 称 的 ,那么 对 V 中 任意 两 个 向 量 
@=(&,,&в,,,&„)Х K B= (81,E;,…,E,)Y 都 有 
f(a,p)=xXAY=YAX=YAX=/(p,a). 
四 此 fla, 外) 是 对 称 的 ， хажи, АКАН. 当 且 仅 


БІ её 55 Yy HL p ЖУНШ r 反对 称 的 当 


+E w 其 下 的 

IF] FF АЫ, ХЕ BS SC Б AJ PIH ALIS СТЕ я 2: I HJ 
E RE RERE E HR. 

zh 人 An ЫБ т in rir р Z f? B q+ o qd 2А АҢ. сү — EI > Z= 

我 们 知道 , 欧 氏 空间 的 内 积 不 仅 是 对 称 双 线性 函数 ,而 且 它 在 
任 一 组 基 下 的 度量 矩阵 是 正定 矩阵 . 

根据 二 次 型 一 一 章 中 关于 对 称 和 矩阵 在 合同 变换 下 的 标准 形 的 理 
论 ,我 们 有 下 述 定理 . 

定理 5 设 V 是 数 域 P E n 维 线性 空间 ,f(a,P) 是 V 上 对 
Fr JU 2р NE K; Эг 则 存在 Y7 的 一 组 HE > > a.. > АЕ Ll m RAER 
ARRITE RR A Y OH. E 91,92, 56.505 Јер 
H 35 T 8 £ EE EE 3939 a AE RE. 1 

但 是 我 们 用 类 似 于 施 密 特 正 交 化 的 方法 ， 给 出 这 个 定理 的 为 


一 证 明 . 

只 要 证 明 能 找到 一 组 基 є,,в,, ``, Е, ,使 

Р(є,,8)=0, ij. 

如 果 对 V 中 一 切 a,B 都 有 f(a ,PB)=0, 则 结论 成 立 . 

如 果 f(a ,5) 不 全 为 0, 先 证 必 有 є, 使 flene) 5-0. 1701, 
若 对 于 所 有 ас 站 皆 有 Fe,w)=0, 那 么 对 任意 a, BEV, Æ 

f(a,B)=+lf(a+B,a+B)- f(a,a)- f(B,B)| =0, 
矛盾 ,所 以 这 样 的 в, 是 存在 的 .现在 对 空间 维 数 n 作 归 纳 法 . 设 
ХРА л -1 的 空间 ,上 述 结论 成 立 . 将 e, 扩充 成 У 的 一 组 
基 &1 ,7 ，… P a 


‚ _ f(g1, 1) ._ 
E: =N Fla суб, 1=2, ` n, 
则 
‘f(gi1,E;)=0, i1=2,.…,n. 
易 知 81,s;,… ,as 仍 是 V 的 一 组 基 , 考 察 由 а,,---, а, 生成 的 线 
f А5 |8] [в] Ж 


四 
< 
Il 
з 
by 
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° 
СЕ 
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“ә 
Ж: 
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~ 
s: 
s 
аз 


олт ту т / _ N/TN r , N Ei тг АА {ял 
H J УуУ—Ь\&,)ХГ1„\6&,, , £, J НХ ё, ё), ‚ ©„ Е НУ — 2 
基 , 且 满足 要 求 . | 

ШЖ F(c ,外 ) 在 8s,,s;,…，s, 下 的 度量 矩阵 为 对 角 和 矩阵 , 那 
AIt # — N ro R= N\ oao fly RZ = —= 
AN] U ZJ tii F Lud Jibi) JN op 7 HAAN 


f(a,B)= а, х,у. t d,z; у; +` + dp, EIn. 
这 个 表示 式 也 是 (а, В) s,sg;,…,s, 下 的 度量 和 矩阵 为 对 角形 
的 充分 条 件 | 
推论 1 设 V 是 复数 域 上 7 PAREA DE V 上 对 
称 双 线性 函数 , 则 存在 V 的 一 组 基 si ,gs ,…,s, ,对 V 中 任意 向 


pæ E A 


Еа а = TiE, ‚р — 2y У:&; › A 
i=l i=l 
fa, B) = хуу, ++ z,y, (0Sr<n). 
HEIA ә э T7 H л” Р 上 #h- MP > ral о\ EL Yy q+ 
JÆ kÚ < < v IERI AL 7L 二 Р / ХЕ AJ 


a бер + БИ в 
izi i=1 


f(a,B)= х,у, + + х,у, 之 p+1yp+l yr 


(0б p< r<n). 
对 称 双 线性 函数 与 二 次 齐 次 函数 是 1- 1 对 应 的 ,我 们 首先 给 
出 下 述 定 义 
定义 7 设 V 是 数 域 P 上 线性 空间 , F(x ,5) 是 Жы 
RKA. e= B BF, V 上 函数 (а, а) 55 fCa,B)XT B) —. 
齐 次 函数 


给 定 V 上 一 组 基 si,…,s,, 设 f(a,P) 的 度量 矩阵 为 A = 


(а)„.-Ж V 中 任 一 向 量 a = Уга, 有 


f(a,a) = У Улала К (1) 


¿=1 j= 


Ж zz, 的 系数 为 4 + an. ПЕШАИ BUR E B B 00 IE Nip 
阵 分 别 为 


4 
IIN =ч -L 


=н ин жшж п A ХЖ РЕ, Вр 


Wr h У Fre hh REA — A — УА» >£ ул л Жу Г] Ў Ау — 
数 为 对 TI HJ ,HPA і 二 次 齐 次 函数 只 对 应 


Ж. чад 
| АЈ 
.从 (1) 看 出 二 次 齐 次 函数 的 坐标 表达 式 就 是 以 前 学 
与 x a-l K mi- = | T-L r h зд” A чл T А t 是 


ХК ЕЕ дЕ 1 一 1 对 应 的 ,而 这 个 对 称 矩 阵 就 
唯一 的 与 这 个 一 闪 齐 次 函数 对 应 的 对 称 双 线 性 函数 的 度量 矩阵 . 


— ` í x 


tet — 


ТЖК ЖААЖ PE РЕЖ. 
a В 
е у 


(YY L1 _ 


f( ОЦ ¿=1,: r; 
/(&,,&,)=0, i 十 了 天 0; (2) 
La ,1 )=0， CEV,k=1,.…,s. 
证 明 如 果 f(a,P) 是 零 范 数 ,那么 V 的 任 一 组 基 都 可 取 作 
noon 而 满足 要 求 . | 
ШЖ ба, В) А, ДН в,,В {Ж f(s,,B)Z0. N 2 
fle, AB) = Af (е, В) ЖЕ ЧЙ А, Ф е, = АВ, 而 使 
(е, ,8,) =1 


将 E, ‚ & _ 9 ER V Adee sbs... B... 


ш еы 


则 
E, 0, i=3 
显然 є,,&_у,ЁВ3,В,›°°°›В„ T V 的 基 . 于 是 


B£ ҥн f ( л О \ = = (8 n .. A \ АА W Zb Б: 


的 . няна, ж Г(В,, В,, ‘~, В,) ж &,,&_,,°°,&,, 
s€. Th. Е (2). НТР fle, В) = (е, В.) = 0, =3, 
4,…,n, 因 此 对 任 一 a C€ L (В, Ba, B.) #9 (е, а) = 
f(g-_1,0)=0, 故 &\,&-1,°°,8&,,&-_,,1, С, Т], 也 满足 (2). | 
从 定理 5 可 知 , V 上 的 对 称 双 线性 函数 f(w,8) 如 果 是 非 退 
化 的 , 则 有 V 的 一 组 基 s, ,s;,…,s, 满足 
(є, ,є,)520, i1=1,2,.…,n 
(а,в) =! 0, ji. 


由 于 非 退化 的 条 件 ,定理 6 Н т, ,… n. 不 可 能 出 现 .因此 具有 
非 退 化 反对 称 双 线性 函数 的 线性 空间 一 定 是 偶数 维 的 . 

对 于 具有 非 退 化 对 称 、 反 对 称 双 线 性 函数 的 线性 空间 V ,我 
们 也 可 以 将 这 些 双 线 性 函数 看 成 V 上 的 一 个 “内 积 ” ,仿照 欧 氏 空 


1563-6372 па ВЕ 8. БЕ ЕБ алиа ВЕ A RF/H tj r” Е M EL Ук 
ЛУУ ИО HJ зан лд, САА HJ INA > JH PC ЛКЛЕЈЕ/ XL Z PZ 2 K 


能 讨论 * 正 交 性 "“ 正 交 基 ”以 及 保持 这 个 双 线性 函数 的 线性 变换 


+. 
Мұ 
м 


定义 8 W V 是 数 域 P 上 的 线性 空间 ,在 V 上 定义 了 一 个 
非 退 化 双 线性 函数 , 则 V 称 为 一 个 双 线性 度量 空间 . у 是 非 退 


bp 
化 对 称 双 线 性 函数 时 ‚М 称 为 Р 上 的 正 交 空间 ; ; 当 V 是 п EKR 


性 空间 ,了 是 非 退 化 对 称 双 线性 函数 时 ,V 称 为 准 欧 氏 空间 ; 当 f 


7 
ә ° ө 


fr r— —-L 称 双 线性 函数 ~ ee A "EI 21, сәт? ZD. 


EB ЕМИ 双 线 性 函数 时 , 称 V 为 辛 空间 .有 着 非 退化 双 线 


是 
性 函数 у 的 双 线 性 度量 空间 常 记 为 (V ,了 f). 


> J 8 У 


зр зе Z+ KH ЖЕ >= о [aI nh TH Z H, jL AW Ж ә рр to ДУ 

AL T ЛУН FIS >> +- — IN BUJ Зы TL. J + N FI PT XA Н "М Ыы +` x | N X< 
学 组合 学 等 学 科 中 日 显 重要 .我 们 在 这 一 节 简 略 地 介绍 辛 空间 的 

14 uL ЕЕ t ml El > т "St bh — Z St IL — rs ГЕЗ / БА» AL, == zi: Ыл \ 20. UL. 

== 1ЕИА,ТЎЛЧАЕ + — IB] HJ j PZ iH] XX + HI IH] TS V VP ZJ + ЗЕ HJ IL 
质 . 

由 前 一 节 的 讨论 ,已 经 得 到 下 面 两 点 性 质 : 

1 辛 空间 (V, 了 了) 中 一 定 能 找到 一 组 基 8153 825; sE, E-i’ 
8E_;，…,E_ ,满足 


4 


/(&,&-;)=1, 1<1<л, 
/(&,,&,)=0,—п<©1,у<п,1 + 350. 

这 样 的 基 称 为 (V., 了) 的 辛 正 交 基 . 还 可 看 出 辛 空间 一 定 是 偶数 维 
的 . | 
2. 任 一 2n 级 非 退 化 反对 称 矩 阵 玉 可 把 一 个 数 域 P 上 2n Ф 
空间 V 化 成 一 个 辛 空 间 , 且 使 K 为 V RÆ e ,e,,*…,e,,e-i， 
e_,,…,e_ ,下 的 度量 矩阵 . 又 此 辛 空间 在 某 辛 正 交 基 el , 82，…， 
E,，,E_-1,8_，，,"…,E_ ,下 的 度量 矩阵 为 


| O Е | aN 
J = _ al , (1) 
L = C] 2»х2ля 
故 K 合同 于 了. 即 任 一 2” B 3EjB БЕ ИКЕ НЕЕ S FE] + J 


< 
< 
h 


当 它 # 1 ， A MARERE СУ, у) NETERA, 

эр а [арзу |9] Муу АТТ ЯН EE SE 

Ев |} (У, аА 8, ЛЫККА СУ, EUER. Ж 
(V ху —¿H3> те Ж c e с е е е ÇV 上 
МАЗ Y sj JAJ =L T Ч. А22: @% 1 +> S%2 ° 20n 930-135-293 6-15 L. 
的 一 个 线性 变换 2% ,在 该 基 下 的 矩阵 为 K, 

1 \ В \ 
к= (с 中 
С D 
= a жу El zee mw y B >= rr 
жт A,B,C,D B пхп J) PPF. W Ж EFRERRSHAA K JK 
=J, 亦 即 当 且 仅 当 下 列 条 件 成 立 : 
А'С=С' А, BD=DB, AD-CB=E. 

目 易 证 ,|K| 关 0, 及 辛 变换 的 乘积 、 辛 变换 的 道 变 换 丝 为 辛 变换 . 

设 (V, 了 ) 是 辛 空间 ,u,v EV, 满 足 f(u, v )=0, 则 称 w,w 
为 辛 正 交 的 

W 是 V 的 子 空间 , 令 

А, V|f(u,w)=0, VwE №}. (2) 

W- 显然 是 V 的 子 空间 , 称 为 W 的 辛 正 交 补 空间 . 

定理 7 у DAREN, W Z V 的 了 空间， 则 


dim ү = dim V- dim W. 
证 明 J V 的 一 组 基 &， 2, W 的 一 组 基 n,,n 


T ece Фоо 
Н 8:21 , £. 5 Fn '' mv =i 5 “°#2 5 5 


1 . 设 f 在 g1,e,,… ,52, 下 的 度量 矩阵 为 A. 一 对 向 量 n= (s, , 


BE .BE )Х,&=(&, ge, ee \ у 其 中 
25 702. / ж y G ‘61 3023 ‚62, A 
e) P 

Tı y 

x= | 2 y= 2 
| | Е 
(Tzn ) (Yan ) 


A 
ы 
ON 


Ес 8 А v v wv у ⁄HE.dkE:`B /IL А нге с ВН. 
Гу) аз ХЕ Aisin, ‚ 4р. J AE3F EC МОНУ, A JJ у Рр. AO 
x [x 
p-a ^?|—ж|^?| 
| | | | ü 
UX; ) LX; ) 


X s€ W 1 当 且 仅 当 Ni s 1, 1 1, 都 与 s 辛 正 交 当 且 仅 当 Y 满足 
齐 次 线性 方程 组 | 


АҮ =0. (3) 


于 是 W- 与 (3) 的 解 空间 同 构 .(3) 的 解 空 间 的 维 数 为 2n – Б, Ж 
证 明了 
ат =2n-k=dimV —dimW. | 
定义 9 (У, Р), W 为 V 的 子 空间 .车 WCW, 
则 称 W 为 (V, 了 f) 的 迷 向 子 空间 ;车 W = ИУ, р W 是 极 大 的 ( 按 


тажи [н], Ел НЕ И; WN w: = 


Бйр ge f) НЕ IE 2 
基 , 则 工 (sl,s，，… L(g8,,8,, g, ) Ж КЖ 


„E, ) 
ај f = тїнї HI +y $x HH Н —`° 25 Гн! 
J J 22 18), Pr TY. ЛТД БУ Н J L nJ 


Хз 22 [8] (У, Р) В 25 [8] U, W .通过 验证 ,并 利用 定理 7, 可 
得 下 列 性 
(1) 


质 : 
(W+)- 一 


A 
ма 
N 


(2) UCW=W-CU-, 
(3) # U 是 辛 子 空间 , 则 V= UGDU- , 
(4) # U 是 迷 向 子 空间 , 则 dimU<-dimV, 
1 
(5) # U 是 拉 格 朗 日 子 空间 , 则 dimU = >dimV. 


定理 8 设 工 是 辛 空间 (V, 了 f) 的 拉 格 朗 日 子 空 间 ,(s, ,sg， ,… 


=.) L 的 基 , 则 它 可 扩充 为 (V , Р) ВУЗЕ IF 33. 
证 明 由 上 面 性 质 (5), 知 dim V=2n.ĦH L, 表示 n 一 1 维 子 


ZWE Т [le ... e. o .. e) Т CI AT 上 一 T+=-T ш 
1219) 12\©\, ›©;-1›©®;+1› x G@, / ` EH 4; — L, AH L; — + L. TT 


由 定理 7 知 Lt 是 ”+1 维 子 空间 , 故 Li 中 有 向 量 e ЖЛЕ L 
中 , 即 /(к,,в_,)5=0. ЖИ (е, ,gs_,)=1( 否 则 把 s_, 换 成 它 
的 适当 倍数 ). 由 于 e_1ELi, 则 f(s,,s-1)=0,j=2,3,…,n. 然 
后 在 Li 选 一 向 量 ,不 在 LL 中 ,使 f(s,,g ,)=1. 设 f(g.i， 
£6 _,)=a, 作 8g_ ,=asl+e_,, 则 有 f(g,,E_;)=1 及 fle, 
g£g_,)= -а+а=0, BR 2⁄4 f(g,,E_,)=0,i=1,3,…,n. 如 此 


Aks Т 4-48 1 (тг rN ñB i t í O — — — — а. 
“TEK | Z, Pq N Y 3J J HJ ZZ (615 62 p 26, x @ -—1 5 G —2 > ›©-„) Z= 
(М, Р) ЗЕ ТЕЗ. | 

推论 i W ЖЕ(У, Р) ЖА 25 |8], {е,, 0, 6,136 W B) 
其 则 它 可 扩充 成 (V PA з TE >= + 
= РАЈ ЧЫ ЛЫНА Y sJ /HJ T ц. ATZE. 

证 明 设 工 是 包含 太 КЖ Е 25 [8], Л L. 是 拉 格 朗 日 
Ze To NTT + er 
J 22 18). Hj 先 把 үү HJ 2£2 T JÚ IX, L НЈУ Æ. Pr ШШ АЕ E OÓ , Hj JJ TOI 


( V ,f)8J3EF IF 32 3. і 


对 于 辛 子 空间 U,f| U 也 是 非 退化 的 .同样 f | 
由 定理 7 还 有 V- UG U-. 


定理 9 六 空间 (V,f) 的 壮 子 空间 (U,f|1U0) 的 一 组 辛 正 交 


p= 7 TE ах Н 
Æ NY JAAN Y J /HJ)J T ILKE. 


证 明 实际 上 (U- ,fl|U-) 的 任 一 组 辛 正 交 基 与 (U,f|U) 
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Як МА HU тт ZP EE uy 
- LIKWIDU U XAUA W. 


证 明 由 于 把 六 正 交 基 变 成 六 正 交 基 的 线 性 变换 是 辛 变换 ， 


тн г A 222 TIR о TL œ TH a j — TT bh TL try 上 共有 扩充 成 (了 rN hh >= 
ТТЛ JH A E O AX /AE Е У ЖУ U H) X VV ПУБ ЛАХ У ‚/) HJ] + 


Ж 


fl(u,v)=f(AHu AHAv), VuEW,vEV 
则 称 为 V 5 W 间 的 等 距 . 下面 的 命题 以 定理 10 为 特例 (由 于 


Ф w- q ie ° , IR! HY ПП 225 b w H + 


用 到 的 知识 超出 了 高 等 代数 的 范围 , 略 去 了 证 明 ). 
Witt 定理 ” 辛 空间 (V, 了 了) 的 两 个 子 空间 V, WHERE 


жъъ J ш PN" J /RYI’Y М 


距 , 则 此 等 距 可 扩充 成 (V ,了 ) 的 一 个 六 变换 . 
下 面 是 辛 变换 的 特征 值 的 一 些 性 质 . 


X 是 辛 空间 (V,f) 上 的 辛 变换 ,仍然 不 加 证 明 地 指出 ,多 的 行 
列 式 为 1. 

取 定 (V ,了 f) 的 辛 正 交 基 8 ,8,,…,8,,8_1,6_，，"…,8_,. 设 XX 
жже Ж Уг У. К У +L; xw rm — 


АД. KÆ | EEN К ‚А НУ Н К ЈК =Ј. 
定理 11 设 光 是 2” 维 辛 空间 中 的 辛 变换 ,K 是 X 在 某 辛 正 
交 基 下 矩阵. 则 它 的 特征 多 项 式 ”f(4)= А-КЕ f(4)= 
f(g wR 
| ДО) = аА?" ta 22 ++ +t ar, À ta, 
Д] a; = az: i=0,1, gn 
证 明 PS M|K|=|J|=1,J2= - E KK=-J(K ')J. 
于 是 
f(A)=|AE-K|=|AE+J(K ')J|=|AJEJ -J(K `1)J| 
=|/||лЕ—(К!)'||у|=|АЕ-(К')'||К”] 


/ 


= 4 元 上 | 
由 定理 11 可 知 , 辛 变换 % 的 特征 多 项 式 f(4) 的 ( 复 ) 根 4 与 
过 是 同时 出 现 的 ， 是 具有 相同 的 重 数 . 它 在 P 中 的 特征 值 也 如 此 . 


— “w 5-5 g — > — + e p w 79 


又 |K| 等 于 f(4) 的 所 有 ( 复 ) 根 的 积 , 而 |K|=1, 故 特征 值 -1 的 
重 数 为 偶数 . 又 不 等 于 +1L 的 复 根 的 重 数 的 和 及 空间 的 维 数 各 为 
偶数 ,因此 特征 值 为 +1 的 重 数 也 为 偶数 . 

定理 12 设 4;,4; 是 数 域 P 上 辛 空间 (V,f) 上 辛 变换 XY 在 
P 中 的 特征 值 , 且 24,561. У, , V, ЖУ 中 对 应 于 特征 值 4; 及 


А; 的 特征 子 空间 . 则 Yu€V,v € V, .有 f(u, v )=0. 8 V, 与 


T7 B —= — pse hh èe пын, МА 


ЕЗЕШ 50). 特别 地 , 当 A, +1 Bf У, 是 迷 问 子 空间 . 
证 明 Хи= ли, Жо = Ао. H flu, о) = (Хи, Жо) = 
AA flu,o ),BB8 (AA. - 1) (и, о) = 0. flu, о) =0. | 


у дй 


1. УЖ АР 上 一 个 3 维 线性 空间 , E ,gs ,gs 是 它 的 一 组 基 ,f 是 V 
上 一 个 线性 函数 ,已 知 
fle, + &,)=1,/(&,—2&,)= —1,/(&, +) = – 3, 
Ж f(z 8, + х›&; + 2383). 
2. 及 8gi,8s ,gs3, 同 上 题 , 试 找 出 一 个 线性 函数 f, iE 
fle, +.) = /(&,—2&,)=0,/(&, + 8,)=1. 
3. 设 є,,&,,Е; 是 线性 空间 V 的 一 组 基 , 了 fi,f, f 是 它 的 对 偶 基 ，， 


0 = ё, — E3, æ, =E + Е, tE, Q, = Е, + £,. 


PT 一 ра = А. Y dh —. ¿H HE At +Ë z” па >L /8š Н / ЕН == ш À 
bA kL Ww WwW3 ДЬ Y HJ HÆK i, HJ AJ ТРУ ZE V ЛУ fis fas fs J. 
4. 设 V 个 线性 空间 , fi,f,,…,f ЖУ 中 非 零 向 量 , 试 证 ,存在 
-C UV ІК 
G Y ， 以 


Ja) 关 0， 1=1,2,—,$ 


сл 
< 
R 


ON 
„л 
ч 
lI 

"g 

m 


1 


fi(p(z)) = | p(xz)d(z), 


0 


| 

f (p(x)) = f dla), 
i 
J, 


f, (p(z)) = 


WE fi ,fi ,fs WE У ERER, HRE V 的 一 组 基 p (х), p. (>), 
Р) fi, fos f, 是 它 的 对 偶 基 . 

7. 设 V 是 一 个 n 维 欧 氏 空间 , 它 的 内 积 为 (@,PB), 对 VV 中 确定 的 向 量 
0 ,定义 V 上 一 个 肾 数 @* 


р\х)а(х). 


a *(P)=(a,ß). 
1) E a* E: V ЕЗЕР; 
2) 证 明 V 到 V* 的 映射 : 
а> а 
E V #l| V * 的 一 个 同 构 映 射 .在 这 个 同 构 下 , 欧 氏 空间 可 看 成 自身 的 对 信 
空间 .) 
8. 设 A 是 P 上 n 维 线 空间 V 的 一 个 线性 变换 . 
1) 证 明 : 对 V 上 的 线性 函数 ,fw% 仍 是 V 上 线性 函数 
2) 定义 V* 到 自身 的 映射 x* Ж: 
f— fa 


x 


证 明 wx 是 V* 上 的 线性 变换 . 
3) 设 € ,€6,, ° E, 是 V 的 一 组 基 , f, ofast ofa 是 它 的 对 偶 基 ,并 
W x 在 gl,gs;,…，,8g, 下 的 矩阵 为 4. 证 明 ;w* 在 f1,f,,…,f, 下 的 矩阵 为 


/ БЕЗ .11 ] x Lhe LLL. £ Er 


A'.( 因 此 Z" 称 做 x 的 转 置 映射 . Дд 


`r па — Z: А 人 


1) 证 明 下 列 集合 
= {аЄу|; (а) =0,1<:<2| 


+. 
N2 
ма 


是 V 的 一 个 子 空间 , W 称 为 线性 函数 ,… £. 的 零 化 子 空间 


J 1 Ф Li VAN „мы дм jJ ] P эу HY x -L 1 ШЫ 


УНЕ 25 [B] Р Ж ЖОЕ FE Pñ ЖОО ET 2 ЇН]. 
已 上 一 个 六 级 矩阵 .定义 Prx"* 上 一 个 二 元 函数 
f(X,Y)=Tr(X AY) X,YEP”™". 
1) 证 明 f(X,Y) 是 P"*" 上 的 双 线 性 函数 ，; 
2) Ж /(X,Y) 在 基 
En, Ey, E, EA Es, Ey, En, E. E, 
ТЕЖЕЖ ВЕ. (Е, RR i 175 УПО, MARTRE m x n Ж 
Ё.) 
11. 在 P 中 定义 一 个 双 线 性 函数 (X,Y), X} X=(x1, 22,23,24), Y 
= (у,, Уу, Уз, у), Х,У) = 3х, у – 5х, у + T3 y4 — 4r4y3. 
1) 给 定 已 的 一 组 基 
€&,=(1,-2,-1,0),£&1=(1,-1,1,0), 
£, =(-—1,2,1,1),e&,=(-1,-1,0,1). 
Ж f( 关 ,YY ) 在 这 组 基 下 的 度量 矩阵 ; 


2) ЯЕ Нн р 


а а 
Z; NAA T. 712,713, 74 


(Mi > N2» N3 N) = (8,6,8 ,Е,)Т, 


№ 
+ 


1 -1 1 a 
1 -1 -1 1 
RFX, Y)E 9 ,92 ,93 ,94 下 的 度量 矩阵 ， 
12. 设 V 是 复数 域 上 线性 空间 ,其 维 数 ”之 2, f (a B) V 上 一 个 对 称 
双 线 性 函数 . 
1) 证 明 V 中 有 非 零 向 量 & 使 
f(€,€)=0; 
2) 如 果 f(a ,PB) 是 非 退 化 的 , 则 必 有 线性 无 关 的 向 量 上 ,9 满足 
/0(&,1)=1, 
/0\8,6)=/(0\ л.) =0. 
13. 试 证 :线性 空间 V 上 双 线 性 函数 fla, B) 5 БА ЖКУ ЖЖ ЖЕ Ж: 


Ков) 


”学 CC ° 


对 任意 a€ VRA fla, dd = 0. 
14. 2 f(a,P) 是 V 上 对 称 的 或 反对 称 的 双 线 性 函数 .a,P E V 中 两 个 
向 量 ,如果 f(a,B) =0, 则 称 a B 正 交 . 再 设 K 是 V 的 一 个 真子 空间 ,证 明 : 
对 EEK, VA 0= n€ K + L( 8)Í# 
f(n,a)=0 
对 所 有 a EK 都 成 立 ， 
15. 设 V 与 f(a,P) 同 上 题 ,K 是 V 的 一 个 子 空间 . 令 
К = {аЄУ| (а, В) =0,УВЄК|. 
1) RE K 是 V 的 子 空间 ,(K- 称 为 K 的 正 交 补 ) 
2) ЖЕ, ШЖ КПК = (0, У= К+К-. 
16. Ё У, f(a, В), K ALE, #6 f(a,P) 限 制 在 K 上 是 非 退 化 的 , 试 
Ш: V = K + KT 的 充 要 条 件 是 f(a, В) V 上 为 非 退 化 的 . 
17. 设 (а, В) е ” 维 线 性 空间 Y 上 的 非 退 化 对 称 双 线性 
中 一 个 元 素 w ,定义 У" 中 一 个 元 素 a* 


а* (B)= f(a В) 
\Р/ й 


J NG% y р 
试 证 :1) V #) V * 的 映射 


Вс v 
?8 Y. 


是 一 个 同 构 上 映射 ; 
2) 对 V 的 每 组 基 g, ,… ,sg. ,有 У 的 唯一 的 一 组 基 g1 ,… ,8g ”使 
/(&;,&;)= Ó; ; 
з) ЖЖ V 是 复数 域 上 ” 维 线性 空间 , 则 有 一 组 基 9 ,… ,1, ,使 
N= i=1,,n 
18. Ж V 是 对 于 非 退 化 对 称 双 线性 函数 f(a,P) 的 n 维 准 欧 氏 空间 .V 
的 一 组 基 g; ,… ,6, 如 果 满 足 
/(&;,&;)=1,1=1,2,°,р; 
f(e,,g,)= —1l,i=p+l, п 
f(g,,g,)=0,iZj, 
则 称 为 V 的 一 组 正 交 基 . 如 果 У 上 的 线性 变换 x 满足 
Ра, В) = Ј(а,В), а,ВЄУ, 


ту мА а s Ler wn o 


Lie 2 М. 
称 x 为 V 的 一 个 准 正 交 变 换 . 试 证 : 


1) 准 正 交 变换 是 可 道 的 , 且 道 变换 也 是 准 正 交 变换 ，; 


+. 
i 
U 


+. 


+. 


pe 


P| 


附录 一 关于 连 加 与 “> 


Yj a. (2) 
У " 称 为 连 加 号 ,a, 表示 一 般 项 ,而 连 加 号 上 下 的 写法 表示 i 的 取 值 由 1 
到 .例如 


1 +22 +3 + +n = У\Р. 


(“+ у)" = >С," у. 
‚= 0 
(2) 中 的 i 称 为 求 和 指标 , 它 只 起 一 个 辅助 的 作用 .把 (2) 还 原 成 (1) 时 ， 


) 
它 是 不 出 现 的 .譬如 说 ,(1) 也 可 以 记 成 


中 第 i 行 元 素 的 和 是 


aa +a, + + a = Sa, = > jan. 
在 这 里 求 和 指标 就 不 能 用 “i”, 因 为 


Ха = а +T an 十 + anm. 
有 时 ‚ЖЕЛП Н) Е НИН н 5 0), WPF n Uw REE rh £ BË Jú Ж 
的 和 .这 个 和 可 以 用 双重 连 加 号 记 为 
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а,. (4) 


5 п 
i=l 1 


按 连 加 号 的 意义 | 


$ n s 


1 a, 一 > (а. 十 а;2 +... + аы) 
i=l J=1 i=l 


= (an tat. + Ain) 


+(- + л. teeta., \ 
N %21 22 ' &2n 7 
+ 

+ (Сл + z, + +a ) 
N %s] ©; sn 7 


这 就 是 说 , 先 按 行 相 加 ,然后 再 把 各 行 的 元 素 和 加 起 来 .因为 数 的 加 法 适合 交 
换 律 与 结合 律 ,所 以 这 sn 个 数 相 如 也 可 以 先 按 列 相 加 ,再 把 所 得 的 和 加 起 


J 7m wH тә I P$ ym 


来 ,也 就 是 
(an tany t'e +t ал) 


+ (ар tant tan) 


用 连 加 号 表示 就 成 为 


因 之 


а 
II 
© 


这 就 是 说 ， ,在 双重 连 加 号 中 ， Eh 号 的 次 序 可 ТТ 在 第 二 章 $7 与 第 四 章 
$ 2 中 我 们 就 用 到 这 个 结果 . 

有 时 相 加 的 数 虽 然 是 用 两 个 指标 编号 ,但 是 相 加 的 并 不 是 它们 的 全 部 ， 
而 是 指标 适合 某 些 条 件 的 那 一 部 分 ,这 时 就 在 连 加 号 下 写 出 指标 适合 的 条 
件 . 例 如 ， 


п 
> >a, = ар t (аз + ag) 十 十 (ai tap, + + ainin). 
J=2 i<j 
又 如 ,给 了 两 个 多 项 式 
f£( 一 ”和 2 + x "1 十 + A 
J NA / < n < 1 — 1 е0 9 


р(х) = Бх" tba- ir" | ++ + bo. 


相仿 地 , 当 相 加 的 数 是 用 多 个 指标 编号 时 ,我们 就 使 用 多 重 连 加 号 . A 
如 ,有 下 列 等 式 
>, X a,bic, = > a,b;c, . 


itr=t +Ë = r itjtk=t 


一 


+ 
N2 
МЈ 


附录 二 整数 的 可 除 性 理论 


пт A dL жон XEL, Lh =T TA uL тп АМ, з Pr Ar LD TI TE ЫЕ — 


这 一 附录 引导 读者 学 习 整 数 的 可 除 性 理论 .这 是 学 习 高 等 代数 以 及 其 它 
课程 必须 知道 的 数学 知识 .我 们 列 出 了 所 有 的 结论 ,但 没有 证 明 . 读 者 完全 可 
以 仿照 多 项 式 理论 中 有 关 结 论 的 论证 补 出 这 些 证 明 .这 是 留 给 读者 的 绝 好 的 
练习 . 

整数 有 加 法 .减法 和 乘法 等 运算 ,减法 是 加 法 的 逆 运 算 . 加 法 和 乘法 满足 
下 面 的 八条 规律 .以 下 用 a、b5、c、d、… 表 示 任 意 整数 . 

1) 加 法 交换 律 :a+b5=6b+ a; 

2) 加 法 结合 律 :(a +b)+c=a+(b+c); 

3) Z 中 有 零 元 素 0, 满 足 


4) 每 个 整数 a 都 有 了 唯一 的 一 个 负 元 素 -a ,使 得 
о + (— 
5) 乘法 交换 律 :a.0= ba; 
6) 乘法 结合 律 :(a.p)…c=a (brc); 
7) Ж :а+(Ф+с)=а+Ь+а*с; 
8) 消去 律 :如 果 a'5=a'*c,a 关 0, 则 65=c. 
根据 第 4 条 性 质 , 减 法 可 看 成 是 加 法 的 道 运 算 : 
a-b=a+(-b). 

在 Z 中 不 能 作 除 法 ,但 是 有 以 下 的 除法 算式 . 
除法 算式 ”对 于 任意 两 个 整数 ae ,8 ,5 天 0 ,存在 一 对 整数 q,r 满足 

a=q'b+r, 0<r<|6b|, 


而 且 满 足 这 个 条 件 的 整数 q,r 是 唯一 的 . 
q 称 为 6 除 a 的 商 ,r 称 为 6 Ra 的 余数 . 
定义 ”对 于 整数 a ,8 ,如 果 存 在 一 个 整数 с 使 得 a = bc , 则 称 5 是 a ЮЕ 


Ф.а 是 4 的 倍数 . 


在 定义 中 我 们 并 不 要 求 5b 关 0. 可 以 看 出 , 当 2550 i}, b 是 a 的 因子 的 充 
分 必要 条 件 是 5 Ra 所 得 的 余数 为 0. 因此 5b 是 a 的 因子 也 称 5b 整除 a, 记 作 
b |a. EUI bta. 

关于 整除 ,有 以 下 一 些 性 质 ， 

1) WẸ alb,bla, 则 a= +b; 

2) 如 果 alb,blc, 则 alc; 

3) 如 果 al|b,alc, 则 对 任意 整数 &,! 都 有 a|kb + Ic. 

根据 定义 ,每 个 整数 都 是 0 的 因子 ,但 是 0 不 是 任何 非 零 整数 的 因子 . 

ШЖ alb, WA -alb Rall-b), BUR RAT ИНЕ FA ЖЕ ЯСИА 


e өе © ө ө е © е ВЕ ө е @ ē ò © ө 
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负 因 子 和 非 负 倍数 ,不 再 加 以 说 明 . 


ШЖ a 既是 的 因子 ,又 是 c 的 因子 , 则 称 a 是 5 和 c 的 一 个 公 因子 , 公 


Т? чы A —= TE Lh Ei кал. /X tt — 


因子 中 最 重要 的 是 最 大 公 因 子 . 
定义 设 d 是 a 和 2 的 一 个 公 因 子 .如 果 a,2 的 任 一 个 因子 都 是 4 的 
因子 , 则 称 d Ea, b 的 一 个 最 大 公 因 子 | 
根据 定义 ,如 果 di,d 2 是 а 


,0 
£h 
-AAA 


的 最 大 公 因 子 ,那么 di | dz ,da ldi. M 


m J.= +J. На J J HHhbHdE tr J — 7J 
HH G] — G2 JAAA GI P G 2 зг ?HA wl “2 

当 p|a 时 ,8 是 a 与 5 的 最 大 公 因子 .特别 地 当 a=0 时 ,2 是 a 与 8 的 一 
个 最 太公 因子 . 


当 а ,0 不 全 为 零 时 ,a， b 的 最 大 公 因 了 于 不 为 零 ， 这 时 我 们 规定 :以 (a ,2) 
表示 a, b 的 正 的 最 大 公 因子 .在 这 个 规定 下 ， (a ,0) 是 唯一 的 . 

类 似 于 多 项 式 的 情形 也 有 求 (a,2) 的 思 转 相 除 法 . 设 0 天 0, 即 >0. 反 
复 应 用 除法 算式 . 


a=qibt+tr,, 0<r+, <, 


b=q ri tr, 0<r,<r,, 
re-2 = Ф-Т 0<›,<,-\, 


re-i= qi+rire +0, 
直到 出 现 余数 为 零 而 终止 . 则 有 
YY LM/ , \—/ _ N — ... — f _ . ` — _ 
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从 上 面 的 算法 中 还 可 以 找到 整数 u,v 使 得 
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这 是 最 天 会 因子 的 重要 特质 ， 
定义 ”如 果 整 数 a,b 的 最 大 公 因 子 等 于 1, 则 称 a,b 互 素 ( 亦 称 互 质 ). 
例如 ,3 与 5 互 素 ,21 与 40 R£. 
互 素 有 以 下 一 些 重 要 性 质 : 
1) a,0 互 素 的 充分 必要 条 件 是 存在 整数 xx, 使 
ua t vo=1; 
2) 如 果 albc, 且 (a,5)=1, 则 alc; 


3) UR alc, blc 而 且 (a,6)=1,， 则 аЬ\с; 


4) ШЖ(а,с)=1,(%Ф,с)=1,Щ(а&,с)=1. 


这 些 性 质 ; 说 上 明子 五 者 的 重要 性 
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最 后 介绍 素数 ( 亦 称 质数 ) 的 概念 ， | 

一 个 整数 a(a >1) 至 少 有 两 个 因子 :1 和 a 本 身 . 不 等 于 1 和 ea 的 因子 
Ша 的 真 因子 . 

定义 ”a 是 一 个 大 于 1 的 整数 .如 果 除去 1 和 本 身 外 ,a 没有 其 它 因 子 ， 
ДЇ a 叫做 一 个 素数 . | 

例如 2,3,5,23 等 都 是 素数 . 

从 素数 的 定义 可 以 看 出 ,如 果 素 数 p 表示 成 p= a5, 则 必 有 a=1,6。= 
р#а=р,Ь=1. 


素数 有 下 述 性 质 : 
Y ` Аз. inir Ft з ‚| Ву ү 
1) CRA р ЖЕ 个 整数 a 都 有 :或 者 pia, XA \p.a)=i; 


2) 如 果 素 数 pla: b 则 pla 或 p16. 
下 面 这 两 个 性 质 也 是 素数 的 特征 性 质 . 即 ， 
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3) 如 果 一 个 大 于 1 的 整数 p 和 任何 整数 a 都 有 :pila 或 (p,a)=1, 则 zp 
是 一 个 素数 ; 

4) 如 果 大 于 1 的 整数 p 具有 下 述 性 质 ; 对 任何 整数 a,b; А plab 可 推 
H pla Ek p|b, p 是 一 个 素数 . 

如 果 一 个 素数 p 是 整数 a 的 一 个 因子 , 则 p 称 为 a 的 一 个 素 因 子 . 


根据 互 束 及 素数 的 性 质 . 应 用 数学 归纳 法 可 以 证 明 关 于 整数 的 一 个 基本 
定理 . 


ЖИТА: 
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а= pi p2 Pss 
而 且 分 解法 是 唯一 的 , 即 如 果 有 两 种 分 解法 : 
a = bi b> **° P; > 
а= дуд»? d, › 
其 中 op, b. iqi, q, 都 是 素数 ,那么 有 =t. 并 且 重 新 将 q, а, 适 
当 排 序 后 ,可 得 
pi:=q:, i=1,2,.…,s 
在 a 的 分 解 式 中 ,将 同一 个 素 因 子 合 并 写成 方 究 , 并 且 将 素 因 子 按 大 小 
排列 ,得 到 
а = р! p2 pr HL pL ep, L >0,i=1,,r 
这 种 表示 法 称 为 a 的 标准 分 解 式 . 
可 以 应 用 整数 的 分 解 式 来 判断 整除 性 及 计算 最 大 公 因 子 . 
现在 将 整数 a,b 的 豪 因 子 合 在 一 起 , 设 为 p b U, b ,并 设 
а= ра рр pr, 70=1,2 


(1) 
[b= ри ро ‘~ ра, а,20,1= 1,2,1 


= 


(1) a 能 整除 2 的 充分 必要 条 件 为 
ld,i=1,2,.…,t 
(2) 
(а, ,b)= — р" "di ) р" n(12 ‚4, ) 。 e phd) . 
后 我 们 介绍 最 小 公 售 数 的 概念 . 

ЖУ Ba, b 是 两 个 非 负 整数 . m Ea, b 的 一 个 公 倍 数 ( 按 前 面 约 定 ， 
也 是 非 负 的 ) ,如 果 a,b 的 任 一 个 公 倍数 都 是 m 的 倍数 . 则 т а,Ь 的 一 
个 最 小 公 倍 数 . 

由 定义 可 看 出 а,Ь 的 最 小 公 售 数 是 唯一 的 , 记 作 [a ,6]. 

当 a,b 是 正 整 数 时 ,从 它们 的 标准 分 解 式 可 以 求 出 最 小 公 售 数 . 设 a,。 
的 分 解 如 (1) , 则 

[a ,b]= р") р”) ‚с рте) f 
由 此 还 可 看 出 


да.А 1А АМ. Г 
L 


可 以 把 最 大 公 因 子 及 最 小 4 公信 数 的 概念 推广 到 有 限 多 个 整数 QG1，02，… 


…，a 全 为 正 整数 时 有 


[a s42 ‚›а,]|= [[a, s42 ‚*›а,-\]›,а,], 


Uja; t uza, +‘ +ua = (а; ,а,,`*,а,). 
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